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MHOTrOypOBHEBbBIE TUPAMUIbI

B.K. I'ynakos, K.B. I'ynakos

Annomauus - Crarps TMOCBSIIIEHA OTHOIi u3
Pa3HOBUIHOCTEMH 0MHOMHMHAJILHOI NMpaMHUabI, -
MHOrOYPOBHEBOii NHpamMujie, IMHPOKO MCHOIb3yeMOil Ipu
pelleHMH Ppa3an4HbIX 3aga4y. KpaTkoe cpaBHeHme eé c
HanOo1ee 3(pPeKTHBHBIMH NMUPAMHAATBHBIMH CTPYKTYpaMH
MO3BOJIMJIO c()OPMYIMPOBATH LEIH ITOI CTPYKTYPBI H MyTH HX
JAOCTHKEHHS. B oTJIHYHE oT CYIIeCTBYIOINHUX,
paccMaTpuBaeMasi NHpPaMHAa OTJHYAeTC] MHHUMAIbHBIM
mopsigkom  cioxknoctn  O(loglogn) omepanum  ynanenust
MHHHMAJIBHOTO 3JIEMeHTa H3 MHPAMHABI 32 CYET yMEHbIIEHUS
KOJIH4eCTBa onepauui CpaBHEHHSI. B crarbe
paccMaTPHBAIOTCSl  Pa3jIMYHbIe  BAapHAHTBHI  peaJH3alUH
MHOTOYPOBHEBOI NMUPAMHIBI 32 CUYET HEKOTOPOr0 M3MeHEHWs
OMHOMHHAJBHBIX JAepeBbeB. IlepBblii BapuaHT npeamnosnaraer
HAaJIHYHe BepXHero, HIKHEro YPOBHell M XpaHWIHINA
NUpaMuAbl, 32 CYET KOTOPOro MPOUCXOAUT KOMIIEHCALHUS
YAAJEHHBIX 3JIEMEHTOB M YMeHbIIAeTCsl KOJIHYeCTBO onepanuii
M0 BOCCTAHOBJIEHHIO NMHPaMHIbI HA HH)KHEM ypoBHe. Bropas
peanm3anusi MpeanogaraeT 0TKa3 OT XPaHWINIIA, HO BMeCTO
OMHOMHATBHBIX  JIepeBbeB BBOJAATCS  TNOXOXKHEe  HA
OmHOMHUHAIbHBIE F-TepeBbsi. Monyvyennass F-mapamuaa
MO3BOJIsIeT BBIMOJHATHL ONepaluu yJAajdeHUs: W yAaJleHUus
MHHHMAJILHOTO JjieMeHTa co ciaoxknocteio O(loglogn).
IToka3zaHa BO3MOMKHOCTH AajbHeiilllero CoOBepPUIEHCTBOBAHHS
3TOH CTPYKTYPBI.

Kniouesvie cnoea: nepeBbsi, MHOTOYPOBHeBasi NMUPaMHU/A,
NMHPaMHAATBHBIE CTPYKTYPBI JaHHBIX, C10KHOCTH AATOPHTMA.

BBEJIEHUE

MmuoroyposueBas nupamuna (Layered Heap) Obina
npeaioxkeHa B pabore [8]. DTa cTpyKTypa HMCHOJIB3yeTCs
JUISL COKpAIEHWsl KOJIMYECTBAa BBINOJHIAEMBIX ONepaunnit
CpaBHEHUS B OTEPAIMAX YAAJICHUS U YIAJCHAS MUHIMYyMa B
MUpaMUJaIbHEIX  CTpyKTypax. OmnHa oOecrmeuuBaer, B
aMOpPTH3HPOBAHHOM  CMBICIIC, TIOCTOSHHBIH  IOPSAOK
CJIO)KHOCTH Ha BCTaBKY, IIOMCK MHHHMYMa W YMCHBIICHHUS
KITIOYa, U JIOTapu(pMIYECKUI TOPSIIOK CI0KHOCTH He OoJee
yeM 1.44logn + O(loglogn) cpaBHeHmii mpn yoaneHuu u
yJaJICHU! MUHUMAIILHOTO JJIEMEHTA.

W3BecTHBI HECKOJBbKO NHPAMUAAIBHBIX CTPYKTYD,
KOTOpBIE 00€CIIeYHBAIOT MOCTOSHHYIO CII0)KHOCTD BCTaBKU U
norapuMHUYECKHe 3aTpaThl Ha yIaJIeHHE U yJalleHHe
MUHHAMAJBHOTO 3JeMeHTa. [IpuMepamMu TakuxX NUpaMH]I,
KOTOpBIE JOCTHTAIOT 3TOW OIICHKH B aMOPTHU3aIlHOHHOM
cmbiciie [14], sBastrotest OuHOMUHANBHBIE ovdepenu [4, 15] u
napHbie mupamupl [9, 11]. Takas ke OIeHKa MOXET ObITh
OCTUTHYTa B  XYAINIEM CcIy4ae CcO  CIHCIHaIbHOMN
peanmu3anueli OWMHOMHHANBHBIX — oduepeneil. [lupamumsr
®dubonayun [10] u ToHKHMe mupamuibl [12] gocturaior B
aMOPTU3MPOBAaHHOM CMBbICIIE TOCTOSHHBIX —3aTpaT Ha
Ka&XIYI0 BCTaBKY, IOMCKa MHHUMyMa W yMEHBLICHUS
KJIFO4Ya, ¥ JOrapu(pMHUUYECKYIO CIOXKHOCTb ISl yIAJICHHS M
yraneHus MUHHMyMa. Jlpyrue CTPYKTYpbl HHpaMum,
KOTOpBIE TOCTHTAIOT TAaKUX I'PAHMI] B XyJIIIEM ClIy4dae - 3TO
pelakcarioHHbIe TUPaMUABL [7] U od4epeau ¢ MPHOPUTETOM
[1, 2,5, 6].

Cpenu  NPHOPHUTETHBIX  OdYepeneH,  KOTOpbIe
00ecrieynBarOT ~ MOCTOSHHYIO  CIIOKHOCTH  BCTaBKH,
KOJIMYECTBO CPaBHECHHH, BBIOJNHIEMBIX B OIEpaluu

YaajJl€Hud MHUHUMYMa JJId OMHOMMHAJIBHBIX nmipaMua "
napHeIX nupamug, orpanudero 2logn + 0(1). Koncranra,
y4acTByIomass B JiorapupmMuieckoM kodpdunuenre, s
JPYTUX MUPAMH], YIIOMSHYTHIX BBIIIE, OOJIbIIE yeM 2.

IMockonbKy MHOTOYPOBHEBBIC TTUPaMHIBI
UCTIONIb3YIOT OMHOMHUHAJIBHBIE OYepe/id B KauecTBe 0a30BOi
CTPYKTYpBI, ONUpaeMcsl Ha ONeparyu Jiis OMHOMUHAIBHBIX
MHUPaMHUJ, PACCMOTPeHHBIE B [3].

Jlist OMHOMHMHAQNBHBIX THPAaMHJ CYIIECTBYIOT JBE
OCHOBHBIE TIPOLIEAYPHI, KOTOpBIE cO3MaloT Ko3(dduimert
YMHOXEHUSI 2 TIpU OLICHKE KOJIMYECTBA CpPaBHEHUU B
omepanusx  yAaJeHWss ~MHHUMyMa. T[epBas -  3TO
0o0be/IMHeHNE TIEPEBbEB C PABHBIMU PaHTaMH, & BTOpas -
COXpaHeHHe HOBOI'O MUHUMAIILHOTO JJIEMEHTA.

YroObl  YMEHBUIUTh  KOJMUYECTBO  CPABHEHHH,
CBA3aHHBIX C OHNPEACJICHUEM HOBOTO MHHHUMYMa IIOCJIC
yaanenus tekymero muaumyma, 10 O(loglogn), BBoauTes
HOBasi CTPYKTypa, KOTOpas pasfeiseTcs Ha BEpXHUH U
HUKHUH YPOBHHU.

PaccmarpuBatorcss  1Ba
MHOTOYPOBHEBBIX MUPaMHU/I.
Npe/Ha3HAYeH Ui BBIOJHEHUS
orneparui Kpome orepanuu
aMOPTU3AIMOHHBIM  mopsiikoM  cioskHoctu  O(1) st
omepanuii  BCTaBKH, MOMCKa  MUHHMyMa  H
JIOTapU(MHYCCKUM TTOPSAIAKOM CIOKHOCTH IS OICpPaIlii
yaajdeHud W YyIAaJICHUd MHUHUMYMa. I_I.HSI YMEHBIICHUA
KOJIMYECTBA onepaunﬁ CpaBHCHHA B ONCpaluAX YAAJICHUA U
YIalIeHUusI MUHUMYMa BBOJUTCS IIPOMEKYTOUHAs CTPYKTypa

BapuaHTa pealu3aluu
IlepBeriit BApUAHT
BCEX CTaHAAPTHBIX

YMCHBUICHUA C

— XpaHWIHLLE.
Bropoit BapuaHT mnpenHa3HA4YeH ISl BBITIOJHEHUS
BCEX CTaHJApPTHBIX ONepauuii ¢ aMOPTU3aLHUOHHBIM

nopsiakoM citoskHocTH O(1) st oneparyii BCTaBKU, MTOMCKA
MUHHMYMa, YMCHBIICHUS JJIEMEHTa W JIOTapH(QMUICCKHM
MOPSAKOM CJIOKHOCTH JUTS ONCPAIid YIAJICHUS U YIAICHUS
MUHHMYMa. B 3TOM BapuaHTe XpaHHUJIHIIE HE UCTIONIB3YETCS,
HO BMECTO CTaHAAPTHBIX OWHOMHHAJIGHBIX JICPEBHCB
HCTIONIB3YIOTCS MOX0XKHE Ha OMHOMUHAIIbHEIE F-TepeBbsi.
PaccmoTtpum mepBwiii BapuanT. McxonHas ouepens
peanm3yeTcsi Kak OMHOMHHANBHAs, MPH ITOM Ha BEPXHEM

®

0) BepXxHUil ypoBEeHb

a) HIKHUN ypOBEHb

Puc. 1. [IpeacraBieHue BepXHETO U HUKHETO YPOBHEH
THPaMHUIBI

ypOBHE ¢dopmupyercst erie o/Ha CTPYKTYpa
OMHOMMHAJIEHOW THPaMHIBI, KOTOpas COJCPKHUT TOJBKO
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9NIEMEHTHl KOpHEH OHHOMHHAIIBHBIX ACPEBbEB HCXOJHOM
ouepenu (puc. 1).

Takum o00Opa3oM, MHUHHMAIBHBIA 3JIEMEHT JTOTO
BEPXHETO YPOBHA SIBIAETCA OOIMM  MHHHMAJIbHBIM
anemenToM. Pasmep Bepxuero yposus - O(logn), a ams
yraneHus MHHAMyMa B 3TOM YpOBHE TpeOyercs
O(loglogn) omepanmi.

3ajaya COCTOUT B TOM, KaK COXPaHHUTb BEPXHHH
ypoBeHb M OI(QQEKTUBHO BBINOJHATH ONEpPAalUK  Haj
MUPaMUJION Ha HIKHEM ypOBHE (MCXOTHOW MHpaMUIon),
4TOOBI YMEHBIIUTH PA0OTY Ha BEPXHEM YPOBHE, TEM CaMbIM
JOCTUTHYB 3asBJICHHBIX OFpaHPI‘-IeHPIﬁ. Ecnu onepanund
yraneHus MHHHMyMa peajlM30BaHa TaK Jke, KaKk WM Ui

CTaHAAPTHBIX OMHOMHHANBHBIX oOdYepeneH, To Oyxer
jJorapu()MUUYECKOe YHCIO HOBBIX KOPHEH, KOTOpBIE
HE0OX0ANMO BCTAaBHTH B BEpXHHUI YPOBEHb.

CrneoBaTenbHO, BBOJMTCS HOBas peaju3alusi ONepaluu
yuaneHI/m MI/IHI/IMyMa, KOTOpafl HC MH3MCHICT TeKyHH/Ie
KOpDHH JIepeBbeB. PaccMOTpuM, Kak paziUYHbIE ONEepaluu
HaJl TUPAMHUION peaar30BaHbl il 000UX YPOBHEH.

Ynanenue MUHHMAJBLHOTO 3JeMenTa. Ha HmxHeMm
YpOBHE 3aJaH YKa3aTellb U3 JepeBa BEPXHEr0 YpPOBHS,
KOTOpOE HMEET KOpeHb C MHUHUMAJbHBIM 3HAYEHHUEM.
VYianeHne MHHAMyMa pealu3yeTcs CIEeIYIONNM o0pa3oM
(Puc. 2).

6)

JIEpeBO TepsieT y3eld, eMy IO-TIPEKHEMY IPHCBaUBACTCS
OIWH U TOT KC paHr. C KaXXIbIM JICPEBOM NOAACPIKUBACTCA
CYETYMK, YKa3bIBAIOIIMN KOIMYECTBO yJAICHHBIX y3JIOB U3
9TOTO JIepeBa.

Korpa OnHOMHMHAIIEHOE NEpeBO paHra I TepseT 2
y3710B  (TOJIOBMHA  €r0  TOJIHBIX  Y3J0B),  JEepeBO
mepecTpamBaeTcs ~ 3a  JHHEHHOe  BpeMs,  o0pa3yd
OWMHOMHUHANBHOE JiepeBo panra r-1. Ecam B ouepemu
CyLIeCTByeT Apyroe AEpeBO paHra r-1, 3T 1Ba JepeBa

CIIMBAIOTCS, 00Opa3ys JepeBO paHra r, a CYETYUKH
OOHOBIISIFOTCS.

VYnanenue 3jementa. Korma ysen ynamsercs ¢
[TOMOILLIO orneparuu yIaCHUS, €ero MTOTOMKH

00BEMHSIOTCS C TMOMOIIBIO NPOLENYPbl BO3PACTAIOIIETO
causiHusl.  CUeTyuk, CBA3aHHBIA C  JEpEBOM, KOTOPBIH
BKIIIOYaeT yJalleHWe, YyMEHbIIAeTCsl M, KOTrja 3TO
HEOOXOANMO, TIPOMCXOAMT IIEPEeCTpolka, Kak B ciydae
oTiepayy yAaleH!sI MUHUMYMa.

B paccmotpenrHom mpumepe (puc. 3) HPOHCXOAMT
yranenue ys3nma 3, myHKT a). [lomydeHHble B pe3ysbTare
yAaJeHU DJIEMEHTa HOBbIE IEPEBbs CIIMBAIOTCS C MOMOIIBIO
BO3PACTAIOIIEro CIUSHUS CIIpaBa HaleBO (ITyHKT 0)), Kak B
CIydae yjAajJeHHs MUHHUMyMa. B myHKTe B) mHOIy4eHHOE

JCPEBO, B KOTOPOM HE XBaTa€T OJHOTO DJJIEMCHTA,
BCTaBJIACTCA Ha MECTO YAAJICHHOI'O 3JICMCHTA.
AMOPTHU3UPOBAHHOE KOJINYECTBO CpaBHEHUH,
(4) (12

Pur ? Omenarnmua vmanmeauua amenraoma

[ocne ymanenns MuHUManbHOTO y31a (Puc. 2a) ero
MOJJIEPEBhST  TTOCIEAOBATEIbHO OOBEOMHAIOTCS — CHpaBa
HaeBO (WOANEpeBbS C MEHBIIUMH paHramu), o0pasys
HOBOE JIEPEBO C OJIHMM HauMeHbIHM y3ioM (Puc. 20, B, 1).
Jpyrumu cioBaMH, KaKAO€ TIOJUIEPEBO CIMBACTCS C
JIEPEBOM, SIBIISIFOLIMMCS PE3yJIbTaTOM MOATAITHOTO CIHMSHUS
NOoAACPEBLEB, HAXOAAIIUXCA CIlipaBa OT HCTO. Criusinue
BBITNTOJIHACTCA AHAJIOTM4YHO CIIMSITHUIO OMHOMMHAJIbLHBIX
JIepEeBbEB; KOPEHb JEpeBa, KOTOPBIH HMMeEeT HamOoJbIee
3HAUEHHWE, CTAHOBUTCS CaMbIM JICBBIM IOTOMKOM APYTOTO
KOpHs. DTy mpoueaypy OOBIYHO Ha3bIBAIOT BO3PACTAIOIINM
WIN KacKagHbIM chusHueM. HecMmoTpss Ha To, 4TO Takoe

BBIIIOJIHSIEMOE B ONEpalMAX yOaJeHHA W yJaJeHHs
MHHAMYMa Ha HIDKHEM YpOBHe, orpanuucHo logn + 0(1).

BepxHuil ypoBeHb peanu3yeTcsi Kak CTaHAapTHas
OMHOMMHAJIbHAS MUpPaMKZA, COAEpiKallas KOPHH JepEBbEB
HIDKHETO YPOBHSI.

Omnepaiusi BCTABKHM pealii30BaHa TaK K€, KaKk U B
CTaH/IapPTHBIX OMHOMHHAIBHBIX THPaMULIAX.

Korpa y3en ¢ MHUHMMallbHBIM 3HAYEHHEM JIOJDKEH
OBbITh yAaJeH WM KOTJa Omnepalus yAaleHHs BbIOIHIETCS
B KOpHE JlepeBa Ha HIDKHEM YPOBHE, 3TOT Y3€Jl TaKKe
yHIalsieTcsi C BEpXHEr0 YypPOBHS C  JIONOJHHUTEILHOM
cnoxknoctelo O(loglogn). Y3en, KoTOpbI HpojBUraercs
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BMECTO yJAJIEHHOTO y3Jla Ha HUXKHEM YpPOBHE, BCTaBISETCA
Ha BEpPXHEM YpPOBHE C MOCTOSHHOI aMOpPTU3HMPOBAHHOU
cnokHocThl0. Korma HOBBIM y3esl BCTaBIEH Ha HIKHUN
YPOBEHb, 3TO COINPOBOXKIAETCS MOCTOSHHBIM KOJIHIECTBOM
cuaHu (B aMOPTH3MPOBAHHOM CMBICHe). B pesynerarte
orepanyii CIUSHNSA HEKOTOpPhIE KOPHU AEPEBHEB B HIKHEM
YPOBHE, CBSI3aHHBIE C JPYTUMHU KOPHSAMH B BEPXHEM YPOBHE,
JIOJDKHBI OBITH yzaneHsl W3 Hero. Ha kaxmoe W3 3THX
yAAIEHU TpaTUTCS IOCTOSIHHOE BpeMs. IIpumeHsercs
METOJ JICHUBBIX yNaJEeHUH, I7ie yAalasieMblil y3ela MOMedYeH
JI0 TeX IOp, IOKa HEe MOSBUTCS BO3MOXHOCTb JUISI MACCOBBIX
ynanenuii. Eciu 11000 M3 3THX OTMEUEHHBIX Y3JI0B CHOBA
MOBBIMIAETCSI B PAaHr KOPHA Ha HIDKHEM YpOBHEe (B
pe3ynbpTaTe yaaleHHs UK yAaJIeHUS MHHUMYMa), €r0 MeTKa
Ha BEPXHEM YPOBHE y/aJseTCs.

Korma dmcimo OTMEUYEHHBIX — y3JI0B  JOCTHTaeT
MIOCTOSTHHOTO MHOXXHUTENS Uil Y3JI0B BEPXHETO YPOBHS
(ckaxxeM, IIOJIOBHHBI), BEPXHUI YPOBEHb IEpECTpanBACTCA
3a JMHEWHOEe BpeMs, M30aBISAACH OT OTMEYCHHBIX Y3JIOB.
CIOXHOCTB TEpEeCTPOCHUSI aMOPTHU3AMOHHAS C YIETOM 4TO

®

Hcxonnas nupamMupja

BepxHnuii ypoBeHs

B3aTeli k pas m k - KoHcraHTa, mpeACTaBISIOMIAs
KOJINYECTBO ypOBHeH. BcTaBka HOBOTO ameMeHTa IpuBeieT
K IIOCTOSIHHOMY aMOPTHU3UPOBAHHOMY KOJIMYECTBY BCTAaBOK
1 MeTOK Ha ypoBHe. KonmnuecTBo ypoBHe# k momkHO OBITH
HOCTOSTHHBIM UL JOCTIKCHUS MIOCTOSIHHOM
AMOPTH3UPYEMOMH CII0KHOCTH BCTABKH.

Korna onepanuu ynaneHus ¥ yIaleHHE MHUHUMyMa
BBIIIOJIHSIOTCS Ha HIDKHEM YpOBHE Hamlel CTPYKTYpBI,
OMHOMMHAJIBHBIE JIEPEBbsl TEPSIIOT Y3Jbl, @ UX CTPYKTypa
OTKJIOHSIETCSI OT MCXOJHOW OMHOMHMHAJILHOH JPEBOBHIHOM
CTPYKTYypbl. Haile aMopTH3MpOBaHHOE pElLIeHHE COCTOUT B
TOM, YTOOBI IO3BOJIUT JIIOOOMY JIEpEBY ITOTEPATH TOJIOBUHY
CBOUMX IIOTOMKOB, a 3aT€M IIEPECTPOUTH JIEPEBO Kak
OMHOMMHANBHOE JepeBo. JIsl IOCTIIKEHUS 3asBICHHOTO
HauXyJmero OrpaHH4YeHHs, OWHOMHHAIBHBIC JEPEBbS
JOJDKHBI TEPATH Y3761 O0JIee paBHOMEPHEIM 00pa3oM, 4TOOBI
COXPaHHTb HX CTPYKTYpHBIC cBOHCTBA. J{JIs TOr0 BBOAMTCS
JOTIOJIHUTENBHASL CTPYKTYpPA JaHHBIX - XpaHUIIHIIE.

OcHOBHast WAEsS COCTOMT B TOM, YTOOBI COXPaHUTH
OJIHO JEpeBO B XpaHWIHIIE M 00padoTaTh €ro 0CoOBIM

O @

XpaHwituiie

Huxnuit ypoeHb

Puc. 4. Ilpencrasienne OMHOMHUHATIBHON MTUPAMUIE B BUIE CTPYKTYPHI C XpAHUITUIIIEM

CIUAHWS HA HIDKHEM YPOBHE HUMCIOT IIOCTOSHHYIO
CIHOKHOCTE. CXeMa «ICHUBBIX» (OTIOXCHHBIX) yIalCHHMA
paboTaeT MOTOMY, YTO HE OTMEYCHHBIC Y3JIBI HE MOTYT
CTaTh MUHHMAIBHBIM Y3JIOM BEpPXHETO YPOBHS, TaK Kak
BEPXHUI ypOBEHb JOJKEH MMETh HEMapKUPOBAHHBIN y3el
MEHbIIIE KaKJJ0T0 OTMEUEHHOTO y37Ia.

CrpykTypa MHOTOYPOBHEBOH MTUPaMUIBI
o0ecrieynBaeT B aMOPTHU3UPOBAHHOM CMBICIIE TOCTOSHHBIE
3aTpaThl Ha KaXAYIO BCTaBKY, HaXOXXICHWE MHHUMyMa H
JOTapu(MHUUECKYI0  CIOXHOCTP €  MaKCHMaJbHBIM
kommuectBoM  logn + O(loglogn)  cpaBHenuit  mpu
YIAJICHUU U yIAICHU MUHUMYMA.

OueHka KOJMYECTBa CpPAaBHEHUH Ui  Omeparuii
yOAJIeHUs W  yNAJICHUS  MHHUMyMa MOXET  OBITh
JIONIOJIHUTENNEHO YMEHbIleHa. BMecTo IByX ypoBHEH y Hac
MOJKET OBITh HECKOJBbKO ypoBHel. Omepaums ymaneHHS
MUHHMYyMa Ha BTOPOM YPOBHE peajM30BaHa TaK ke, KaK H
UL TIEpBOTO ypoBHA. Ha KaXmoMm ypoBHE, OTIIMYHOM OT
CaMoro BBICOKOTO YPOBHS, yKa3aTeldb i MHHUMAaJIbHOTO
JJIeMEHTa Ha 3TOM ypPOBHE TOANCPKHUBACTCS  UIA
clielyronero 0oliee BBICOKOTO YPOBHS. 3a MCKIIOYEHHEM
CaMoro BBICOKOTO YPOBHS, HaM HYXXCH IOCTOSHHBIN
norapu)MHUYECKUHl MHOXXHUTENb, KaK OIEHKa KOJIHYeCTBa
CPaBHEHUI, BBINOJHAEMBIX Ul yNAJIEHHs MUHMMyMa Ha
JaHHOM ypoBHe. [loaToMy oOlleHKa omepanuid yjganeHus U
ynajeHus MUHUMyMa He Oonee yem logn + loglogn + -+ +
2log®n +0(1) cpasuennii, tme log™ norapudm,

obpazom (puc. 4). Besxmii pas, korga y3en yaansercs B
pe3yJibTaTe ONepanuy yAaJIeHHs WM yJaleHus] MUHIMYMa,
MBI OepeM y3enl u3 JepeBa B xpaHwuiuiie. Vcrmons3ys 3ToT
3alMCTBOBaHHBIN y3ell, HOIIEPEBO, KOTOPOE MOTEPSIIO CBOU
KOpEeHb, NEpPEHACTpanBacTCsi KaKk OMHOMHHAIBHOE JEPEeBO
TOM ke CTPYKTYpbI, 4TO U [0 yAajeHus. PaccmMoTpum 310
noJpoGHee.

YroObl 3aMMCTBOBaTh y3€Jd W3 XPaHWIMIIA, MBI
OTJIEJIIEM CaMOr0 IPaBOro NMOTOMKA OT €ro KOpHS, jAenas
NMOTOMKOB  CJICAYHONIUX MNOAACPCBLEB KOPHA  CaMbIMU
MPaBBIMH TIOTOMKaMH KOpPHS B TOM ke mopsake. Ecam B
XpaHWINIE OCTAaeTCs TOJBKO OJUH Yy3€l, MBI OepeM 3TOT
y3el, OTMEYaeM ero KakK COOTBETCTBYIOUIMH y3eld Ha
BEPXHEM YpPOBHE M MepeMeIlacM Apyroe OMHOMHHAIIBHOE
JIEPEBO U3 HIKHETO YPOBHS B XpaHHIIHIIIE.

BaxHelmum orpaHu4eHUEM SIBIAETCS TO, YTO PAHT
JiepeBa, epeMENaeMOro B XpaHUIHIIE, HE ABIAETCA CAMbIM
OOJIBILIUM CpE/IU JIEPEBHEB HIIKHETO YPOBHSI.

Oco0pIil citydail - KOrJla Ha HIDKHEM YpPOBHE €CTh
TOJIBKO OJHO JAepeBo. B sToM ciydae MBI pazbmBaeM 3TO
JiepeBo, oTpe3asl caMoe JIEBOE IMOJAIECPEBO OT €ro KOpHS U
nepeMeniasl 3TO0 IOJUIEPEBO B XPAHWIMINE, BCTAaBISIEM €TI0
KOpPEHb B BEPXHHUH YPOBEHb.

Besikuit pas, koraa KopeHb OMHOMHHAJIBHOTO JIepeBa
Ha HIDKHEM YpPOBHE yjalseTrcs B pe3ylbTaTe OIepaluu
ylIaJeHus: MHHUMYMa, y3€J, KOTOpBIH 3aMMCTBOBaH M3
XpaHWIININA, TOCTENEHHO OOBEIMHSACTCS C IOAEPEBBIMH
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YIAJICHHOTO KOPHS CIpaBa HajeBO. OJTO TNPHBOAUT K
OMHOMHMHAJILHOMY JEpEBY C TOW e CTPYKTYpOH, YTO H JI0
ynanenusi, u TpeOyer He Oonee logn cpaBuenmii. Ha
BEpXHEM YPOBHE, HOBBIH KOPEHb 9TOTO AEPEBa BCTABIIAECTCS,
a COOTBETCTBYIOIIUH CTapOMy KOPHIO y3eJI YIaJISeTCA.

Ecin kopeHp IepeBa B XpaHWIIMILE HOJDKCH OBITH
ylIaleH WIN eCIM OH MMeeT MUHHMAaJbHOe 3Ha4yeHHE B
olepanyy yAAJICHUs] MUHUMYMa, 3TOT KOPEHb YAAJIAETCS, U
nporeaypa TOJTAllHOTO CIUSHHUSL BBINOJHAETCS Ha ero
MOTOMKaxX CrpaBa HaJieBO. Ha BepxHeM ypoBHE BCTaBISIETCS
HOBBIi KOpPEHb XpaHWIHWINA, a COOTBETCTBYIOUIMH y3ei

@ D @ ®
D O 0o ®
a) & 6) B)

YpOBEHb, HO MapajyiebHO Mbl TaKXe CO3JaeM HOBYIO
CTPYKTYpY mupaMuibl. Eciau y3en, KOTOpBIi JOMKEH OBbITh
OTMEUEH, TaK)Ke CYIIECTBYET B HOBOW CTPYKTYype, OH TaKKe
OJDKEH OBITh ToMedeH. Beskmii pas3, Korma HOBBIH y3ed
BCTaBJICH B TEKYIU BEPXHHUI yPOBEHB, MBI BCTABIISIEM €T0O
U B HOBYIO CTPYKTYypy. Bcesikuii pa3, xorja Mbl OTMEYaeM
y3eq JUIsl yAaJeHUs] WU BCTaBIIsIeM HOBBIN y3€J1 B TEKYIIHH
BEPXHUH ypPOBEHb, MBI KOMHPYEeM JABa HEMapKHPOBaHHBIX
y3J1a U3 TeKYLIeH CTPYKTYPHl B HOBYIO CTPYKTYDY.

U3 storo crnenyer, 4To B TEUEHHUE CIEIYIOIIUX HE
Gosmee M/2C omepanuii BCe HEMAapPKUPOBAHHBIE  Y3JIbI
JIOJDKHBI OBITH CKOMMPOBAHBI B HOBYIO CTPYKTYpy. Ha 3ToMm

Puc. 5. Onepanus yaaneHus ¢ UCIOJIb30BaHUEM XPaHUITHIIA

CTaporo KOpHs ylnaJsieTcs.

Paccmotpum OTIEpPaIHIO yIaJIeHHs c
WCTIONB30BaHUEM XpaHWIWIa Ha mpuMmepe (puc. 5). B
IIYHKTE a) YAAIIEMBII y3eJ 5 «BCIUIBIBAET», KaK 3TO OBUIO
paccmoTpeHo Ha puc. 2. ITocne gero n3 xpanunuma oepercst
caMblil IpaBbId MOTOMOK KOPHS XpaHWiIMILa, djaemMeHT 10
(myHkT 0). [Tocne ynaneHuss MUHUMYMa, 00pa3yrOTCs HOBBIE
OMHOMHMHANbHBIE JiepeBbst ¢ panramu ot 0 go 2.
3aMMCTBOBaHHbI W3 XpaHWIHUINA Yy3eJl CJIUBaeTcs C
oOpazoBaBmIMMCs JiepeBoM panra 0, B pe3ysbrare 4ero
MOJIy4aeTcsi AEPEeBO paHra 1, KOTOpoe YK€ MOXKET CIHTHCS
CO CIIEAYIOIUM JIepEBOM TOTO K€ PaHra, T.€. IIPOUCXOAUT
JajbHEHmas mporexypa BO3pAacTaloUIero CIUsSHUS (IIYyHKT
B)). B pesymbraTe 3aMMcTBOBAaHMS y3i1a M3 XPaHWIMIIA,
IOCJIe TIPOLEIYPhl BO3PACTAIOIIETO CIUSHHS TOJIydaeTcs
JIEpeBO TOTO K€ paHra, 4ro M JI0 yAaJeHHs 3JEeMEHTa, B
KOTOPOM TIPHCYTCTBYIOT Bce y37bl (IyHKT B)). [lomydeHnoe
JIEpeBO BCTAaBISIETCSt B TO JK€ MECTO B IHUpaMuie, Ha
KOTOPOM OHO OBIJIO 10 yIAJICHUS 3JIEMEHTA.

BceraBka. [lonoOHO OWHOMHHANBLHBIM TTHUPAMHIAM,
BCTABKa BBIMOHSIETCS 100aBICHNEM HOBOTO y3ia paHra 0 k
HIDKHEMY ypoBHIO. Ecim B mmpammae ecTh [JBa
OMHOMHMHAQJIBHBIX JiepeBa OJHOTO paHra I, ABa JepeBa
OJDKHBI  OBITH  OOBETUHEHBI, 00pa3zys OMHOMHHAIBHOE
nepeBo panra r + 1. Mbl He MOXXEM BBIIOJHUTH BCE
HEOOXOAMMBIE CIHSIHUS cpa3dy. BmecTto 3Toro Msl jaenaem
MOCTOSTHHOE KOJIMYECTBO CIMSHHMH C KaXXIOW BCTaBKOH.
[TonoOHO HamieMy aMOpPTH3MPOBAaHHOMY pEIICHHIO, HaM
HYXHO cCllelaTh  BCTaBKY M  «ICHHBOE»  YJaJIeHHUE

(MapKupOBKY) Ha BEpXHEM YPOBHE.

I's00asnbHasi mepecTpoiika BepxHero YpOBHS.
YroOb! 1ocTHYb TPeOYeMbIX OICHOK B HaMXYALIEM CIydae,
Eciun

UCTIONB3YyeM METOJ TJIOOANbHOM  HepecTpOUKH.
KOJINYECTBO HEMapKHUPOBaHHBIX y3J10B
MeHbIIe M/C, TIe m - KOJMYECTBO Y3JIOB Ha
BEpXHEM ypOBHE M C¢>2 - HEKOTopas
KOHCTaHTa, HAayuMHAeM IIEpeCcTpauBaTb BECh
YPOBEHB.

[To-npexuemy HCIIOIb3YEM u
OOHOBIISIEM Halll OPHUIMHANBHBIN BEpXHUil

a) Tsoxenoe F-JlepeBo  6) Tsokenoe F-/lepeBo

9Tare MOXHO yOpaTh TEKYILIYIO0 CTPYKTYpy ¥ HCIIOJIb30BaTh
HOByr0. HoBas cTpykTypa Oyner conepkaTb HE MEHEe
MIOJIOBHHBI y3II0B.

Hama wmomudummpoBaHHas CTPYKTypa HHPaMUIBI
obecrieunBacT MOCTOSHHYIO CIIOXKHOCTh Ka)KIOH BCTaBKH U
MIONCKAa MHHHMYMa H JIOTapU(PMHUYECKYIO CIIOKHOCTH C
MaKCHMAaIbHBIM KOJINYECTBOM logn + O(loglogn)
CpaBHEHUI MIPU yJaJIeHUH U YIAJICHUH MUHAMYMa.

Bropoii BapuaHT peaiuM3alMd MHOTI'OYPOBHEBOM
MUpaMUbl OCHOBAaH Ha TOHATHM F-mMpamumsl, KOoTOpas
HCIOJIb3YETCS. B KayeCTBE HAlllEd OCHOBHOHM CTPYKTYDBL.
IMupamuna, cocrosimas u3 F-nepeBbeB, Mo3BoJsIET yOpaTh
XpaHWIHUILE, T.K. IPH ONepanuy yaaaeHus B F-nepeBbsix He
HYXHO 3aMMCTBOBaTh Y3IIbl, YTOOBI COXPAaHHTH CBOIO
CTPYKTYpPY, M TMO3BOJSIET MOANEPKHUBATH  ONEPALUIO
YMEHBILIEHUS KIII04a.

F-rmpPAMM/IBI.

F-mepeBo peKypcHBHO ONpEACISICTCS CICIYOIIUM
oOpasoM. F-mepeBo panra (0 sBisSeTCS €IWHCTBEHHBIM
y310M. F-mepeBo paHra r cocToWT W3 KOPHEBOTO Y37a,
KOTOPBIM UMeeT I wiIn I - 1 moaaepeBbeB. DTH TOICPEBbS,
cmpaBa HaJIeBO, SIBIISTFOTCS F-nepeBbsamu c
nocienoBatenbHeIMA padramu 0, 1, ..., r-1wmu 0, 1, ... ,r
- 2. HazoBem F-gmepeBo panra I, TsokensiM F-mepeBom, eciu
€ro KOpEeHb WMeeT I TOANEPEeBbEB, W JIETKUM, €CIIH €ro
KOpeHb UMeeT I - 1 moaepeBo.

Kaxnpnii y3en B F-nmupamuae peanmusyercst Tpems
yKa3zaTesiMHU, YKa3bIBalOIIMMHU Ha JIEBOro OpaTa, IpaBoro
Opara u jeBoro motomka. JIeBbIil ykazareinb camoro JIeBOro
MOTOMKAa  yKa3plBaeT HA  POJUTENS  BMECTO  €ro
HECYILECTBYIOIIEro JIeBOro Opara.

2 &
v ©®© @ @
(®)

B) Jlerkoe F-mepeBo

panra r=3 panra r-1=2 panra r=3

Puc. 6. Onepanus pasnenenus B F-nepese
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F-mupamuma - 3to nec F-mepeBbes, B
KaXJIOM U3 KOTOPBIX BBIMOJIHACTCS OCHOBHOE 3
CBOWCTBO THPaMHIBI, T.C. 3HAUCHHUE KAXKIOTO

y31a MEHBIIE WJIM PaBHO 3HAYCHUIO €TI0 @

motoMkoB. OCHOBHBIE F-IepeBbs Bce TSKENbIE,
HO 3TO YCIIOBHE HE 00s3aTeNbHO BEPHO IS
mojiepeBbeB. [ 3THX IepeBbEB BBOISATCS JBE
JIOTIONTHUTEIbHBIC ONEpallii: pa3lieleHue |
CIIUSTHHE.

Paszoenenue. Tsxenoe F-nepeso panra r
MOXHO pa30uth Ha naBa F-nepeBa, BbIpe3aB
camoe JIeBO€ IOAICPEBO KOPHS U3 OCTAJIbHON 4acTH AepeBa.
D10 camoe JieBoe moanepeBo odpasyet F-mepeBo panrar - 1
(TSDKENoe WM JIETKOE), a OCTalbHas 4yacTh JepeBa oOpa3yer
nmerkoe F-mepeBo pamra r (puc. 6). B oroif omeparm
CpaBHEHU HE BBITOTHIIOTCS.

Cnusnue. JIpa F-nepeBa oqHOTO paHra r MOTYT OBITh
00BEMHEHBI 32 MOCTOSIHHOE BPEMsI M 32 OJHO CpaBHEHHE,
yto npuBoAUT K F-mepeBy panra r+1. Ilycte X - KOpeHb
JiepeBa, UMEIOIET0 HanOoIbIlee 3HaUeHHE.

1. Ecmu JABa  AC€peBa  TAKCIIbIC: KOpPCHb X

r) Jlerkoe
F-nepeso
paura r=2

6) Taxenoe
F-Oepeso
paHrar-1=1
/21' (

Paspenserca Ha
,é,

+
B) Jlerkoe F-

epeBo
pasnra r=2

a) Tsoxenoe F-JlepeBo
paura r=2

a) Jlerkoe F-nepeBo
panra r=2

Z‘j :>

(3
~

6) Tsoxenoe F-nepeso B) Tsuxenoe F-Jepeso

@ panra r=2 @ @ panra r+1=3

Puc. 7. Onepauus caustHus TsDKEIoro U jerkoro F-nepesnes. Jlerkoe

F-nepeBo nmeet Gosbliee 3HAYCHUE KOPHS

3. Ecnm oo aepeBo nerkoe (puc. 7a), a mpyroe
sokenoe (puc. 70):

3.1. Ecnu epeBo X SIBIISICTCS JIETKUM JIEPEBOM,
TO CChIJIKA HAa X KaK Ha CaMblil JIEBBIA
MOTOMOK  JPYroro KOpHs, oOpa3syer
Tsokenoe F-nepeso (puc. 7B).

3.2, Ecmu nepeBo X sABIAETCS  TSIKEIBIM

nepeBoM (puc. 8a), TO HYKHO pa3IeiUTh
JiepeBo X Ha nBa F-nepeBa panroB -1 ur
(puc. 86 wu 8B). Ilomyuennoe mérkoe

e) Tsokenoe F-nepeBo
panra r+1=3

/' - [E—
i@ 7> (4
@ n) Nerkoe F- @
[epeso
paHra r+1=3

Puc. 8. Onepaum{ CJIIMAHUA TAXKCIIOI'O U JICTKOI'O F-,uepeBLeB, rae F-,uepeBo HMCIOIICC 0oJIbllIce 3HAUEHHE KOpHA -

TAXKECIIOC

BCTAaBISIETCSI B KadecTBE KpaiiHEero JIeBOTO
MIOTOMKA JPYroro KopHs, oOpasyer Tspkenoe F-
aepeBo padra r+1, T.e. oOBIYHOE CIHSTHHE
OMHOMHHAIBHBIX TTHPAMUL.

2. Ecnm nBa nepeBa jerkue, To X CBSI3BIBACTCS Kak
CaMBbIi JIEBBIH TIOTOMOK APYTroro KOpHs, 00pa3ys

4
a) Tsokenoe epeBo

pamnra r=3

Tspxenoe nepeBo

B) Tsbxerble nepeBbs
pasnra r=2

nepeBo panra r=2 (puc. 10B) crnuBaetcs ¢
HUCXOIHBIM JIETKUM JepeBoM (puc. 8r) B
pesynbTaTte  4ero
nepeBo panra r+1 (puc. 81). ITocne atoro,

TOJTYy4a€TCA  JIETKOE

MOJTyYEeHHOE B pe3yibTaTe pas/eleHus,

TSDKEIOE  JepeBO  paHra I Takke
Jlerkoe
JEpEBO
.~ panrar=1
2
8 7

r) Tsoxenoe 1epeBo
pasrra r=3

Puc.9. Y nanenne muanmyma B F-nepese

JICTKOC F—z[epeBo, T.e. OOBIYHOE CIHSHHE

OHMHOMUHAILHBIX nupaMuz, TOJbKO a PE3YyJIbTAaTe
MOJIYy4acTCs JICTKOC F—z[epeBo

CTAaHOBHTCS CaMbIM JICBHIM IIOTOMKOM
PE3yIBTUPYIOIIETO JIETKOTO JepeBa paHra
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r+1, tem cameiM obOpa3yeT TsoKemoe F-
JepeBo panra r+1(puc. 8e).

Taxenoe gepeso TsAxenoe fepeso
paHra r=2

WIN K caMOMy OBICTpPOMY BHEIPEHHIO Ha IPaKTHKE, IO
CPaBHEHHIO C CYIIECTBYIOIIMMH METOAMH.

Ha npakTtuke 3¢(eKTHBHOCTh MUpaMUA 3aBHCUT HE
TOJIBKO OT €€ TeopeTH4ecKOHl OILEHKH, HO U OT MHOTHX

Taxenoe Taxenoe Jlerkoe
nepeso Aepeso JIepeBo
paHra r=3 paHra r=1 paHrar=2 panrar=3
9 2
2N )/J/\ () (5)
| 6 ] | ( ) | )] (5
(&) (1) (x0) D
12 o)

Puc. 10. Oneparnyst yMeHbLICHUS KIr04a

Ynajenue MHHMMAJbHOTO 3Jjementa. [lpu
yKa3aHUHM Ha BEPXHEM yPOBHE Ha JIEPEBO ¢ MUHHMAaJIbHBIM
3HaYCHWEM KOpHS, YIaJeHHEe MHHUMyMa pean3yercs
cienyromM  obpazom.  Ilocme — ymajeHHss ~— 3TOTO
MUHHMAJIBHOTO  y3Ja MBI  BBINOJHSIEM  HPOLELYPY
BO3PACTAIOIEr0 CIUSHUS C TOTOMKAaMHU CIIpaBa HaJeBoO.
HauvHaem ¢ eAMHCTBEHHOIO Yy3J7la, KOTOPBIA SABISETCS
CaMBIM IIPaBBIM MOTOMKOM 3TOTr0 KOpHS (JepeBo panra 0) B
KauecTBe Jierkoro jaepema panra 1. OTcroma clieqyer, 4To
pe3yNbTHpYIOlIee JepeBo Mmo-npexHeMy Oyner F-nepeBom
Toro xe parra (puc. 9). Eciim nmonyaennoe F-nepeo nerkoe,
JleNaeM ero TsDKeBIM, YMEHBIIMB ero paHr. Ha BepxHem
YpOBHE HOBBEIF KOpEHb 3TOTO JIepeBa BCTABJICH U yJalseTCs
COOTBETCTBYIOIIIUI y3€]I CO CTapblM KOpHEM. 3aTeM
MPOJOIDKACTCS  CIMSHUE JOOBIX  1BYX  F-mepeBbes,
HUMEIOIINX OJMH M TOT XK€ PaHT, 0 TeX IOop, IToKa He Oyaer
JIByX JIepeBbeB OMHOTO paHra. llocme Kaxgoro 3Toro
CJIIMSIHUA COOTBeTCTByIOL[II/Iﬁ y3€1I Ha BEPXHEM YPOBHEC
MOME€YacTCA Jid JICHUBOTO YJAJICHUA. AMOpTI/ISI/IpOBaHHOG
KOJIMYECTBO CpPaBHEHUM, BBIMOJHAEMBIX 3TOM OIlepanuei,
coctasiser He 6onee 1.44 logn + O(loglogn).

Ymenbumienune kiaw4a. [lycte X - y3en, 3HaucHHE
KOTOpOro yMmeHbmaercs. Eciu X sBiseTcss KOpHEM JepeBa
Ha HWKHEM YypOBHE, Olepalus YMEHBIIEHHs KIoua
BBINOJIHAETCSI HAa COOTBETCTBYIOLIEM Y3JI€ Ha BEPXHEM
YpOBHE, U Ipolenypa 3aBepliaeTcs. B mpoTuBHOM ciyuae
MoJIepeBO X OyAeT BBIPE3aHO M CO3AaHO HOBOE IEPEBO.
Ecmm »TO n1epeBo Jerkoe, OHO JENACTCS  TSKEIBIM,
ymenbiuB ero panr (puc. 10). 3arem y3enm x BMecTe
BCTaBISIETCSI B BEPXHUH ypOBeHb. AMOPTU3UpPOBaHHAs
CJIO)KHOCTB 3TOH OTepanuy IOCTOSHHA.

Ynanenne. UToOBl yHamuTh y3€], €ro 3HAUYCHHE
YMEHBIIAETCS, YTOObI CTaTh HAWMEHBIIUM W3  Y3JIOB
nupamMuabl. 3aTeM OH yhansfeTcd IIyTeM HIpHUMEHEHUs
onepaunuu yaajaeHus MUHUMYyMa.

Hama womudunupoBaHHasi CTPYKTypa HHPaMUIbI
obecrieunBaeT B aMOPTH3HMPOBAHHOM CMBICIIE ITOCTOSIHHBIC
3aTpaTbl Ha KaXAYH0 BCTaBKY, HaXxOXAC€HUEC MHUHHUMYMa U
YMEHBIICHHE KII0Ya, U JIOTapU(YMUIECKYIO CIIOKHOCTh IPH
MakcuMaibHOM cpaBHeHnd 1.44logn + O(loglogn) npu
yIaJCHUH U yIAICHUN MUHIMYMA.

XO0Ts METOJ TIPOCT, TIOHSITEH KOHIENTYaIbHO, HEMb3S
YTBEpKIaTh, YTO OH MPUBEN OBl K CAMOMY KOPOTKOMY KOIY,

(akTOpOB, TaKMX KaK OCHOBHBIC ONEPALUU B AJITOPUTME
pelraeMoit 3a7a4M U UX KOJIMYECTBEHHOE COYETaHUE, JAIHHA
KOJia IPOTPaMMBbI, K3IIMPOBAaHUE, BETBICHNUE IPOTPAMMBI U
JIpyTHe METPHKH. OKCHEPUMEHTAIBHOE HCCIICIOBAHHE
MHOTOYPOBHEBBIX NHUpPaMHJ SBISCTCS OTACIBHON 3amadeid.
Hekortopele mnomnbITKH Obutd chenansl B paborte [13].
Opnako, 3Ta paboTa TpeOyeT NPOJOIDKEHUs C IIEJbI0
BBIDAOOTKM  pPEKOMEHJaNWi 10 TPUMEHEHHIO  3TOH
CTPYKTYpPBI JAHHBIX B Pa3JINYHBIX AJITOPUTMAX.
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Layered Heap

V.K. Gulakov, K.V. Gulakov

Abstract— The article is devoted to one of the
varieties of the binomial heap, a multilevel heap widely
used in solving various problems. A brief comparison of
it with the most effective pyramidal structures made it
possible to formulate the goals of this structure and the
ways to achieve them. Unlike the existing ones, the heap
is characterized by the minimum complexity order
O(loglogn) of the operation of removing the minimum
element from the heap due to the reduction in the
number of comparison operations. The article discusses
various options for implementing a multi-level heap due
to some change in binomial trees. The first option
assumes the presence of upper, lower levels and a heap
storage, due to which compensation of deleted elements
occurs and the number of operations to restore the heap
at the lower level is reduced. The second implementation
involves the abandonment of the store, but instead of
binomial trees, similar to binomial F-trees are
introduced. The resulting F-Heap allows you to perform
the removal and deletion of a minimal element with
complexity O(loglogn). The possibility of further
improvement of this structure is shown.

Keywords: trees, multilevel heap, pyramidal data
structures, algorithm complexity.
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	Многоуровневые пирамиды
	В.К. Гулаков, К.В. Гулаков
	Аннотация - Статья посвящена одной из разновидностей биноминальной пирамиды, - многоуровневой пирамиде, широко используемой при решении различных задач. Краткое сравнение её с наиболее эффективными пирамидальными структурами позволило сформулировать ц...
	Ключевые слова: деревья, многоуровневая пирамида, пирамидальные структуры данных, сложность алгоритма.
	Введение
	Многоуровневая пирамида (Layered Heap) была предложена в работе [8]. Эта структура используется для сокращения количества выполняемых операций сравнения в операциях удаления и удаления минимума в пирамидальных структурах. Она обеспечивает, в амортизир...
	Известны несколько пирамидальных структур, которые обеспечивают постоянную сложность вставки и логарифмические затраты на удаление и удаление минимального элемента. Примерами таких пирамид, которые достигают этой оценки в амортизационном смысле [14], ...
	Среди приоритетных очередей, которые обеспечивают постоянную сложность вставки, количество сравнений, выполняемых в операции удаления минимума для биноминальных пирамид и парных пирамид, ограничено 2,log-𝑛.+𝑂(1). Константа, участвующая в логарифмиче...
	Поскольку многоуровневые пирамиды используют биноминальные очереди в качестве базовой структуры, опираемся на операции для биноминальных пирамид, рассмотренные в [3].
	Для биноминальных пирамид существуют две основные процедуры, которые создают коэффициент умножения 2 при оценке количества сравнений в операциях удаления минимума: первая - это объединение деревьев с равными рангами, а вторая - сохранение нового миним...
	Чтобы уменьшить количество сравнений, связанных с определением нового минимума после удаления текущего минимума, до O,,log-,log-𝑛..., вводится новая структура, которая разделяется на верхний и нижний уровни.
	Рассматриваются два варианта реализации многоуровневых пирамид. Первый вариант предназначен для выполнения всех стандартных операций кроме операции уменьшения с амортизационным порядком сложности О(1) для операций вставки,  поиска минимума и логарифми...
	Второй вариант предназначен для выполнения всех стандартных операций с амортизационным порядком сложности О(1) для операций вставки,  поиска минимума, уменьшения элемента и логарифмическим порядком сложности для операций удаления и удаления минимума. ...
	Рассмотрим первый вариант. Исходная очередь реализуется как биноминальная, при этом на верхнем уровне формируется еще одна структура биноминальной пирамиды, которая содержит только элементы корней биноминальных деревьев исходной очереди (рис. 1).
	Таким образом, минимальный элемент этого верхнего уровня является общим минимальным элементом. Размер верхнего уровня - 𝑂(,log-𝑛.), а для удаления минимума в этом уровне требуется O,,log-,log-𝑛... операций.
	Задача состоит в том, как сохранить верхний уровень и эффективно выполнять операции над пирамидой на нижнем уровне (исходной пирамидой), чтобы уменьшить работу на верхнем уровне, тем самым достигнув заявленных ограничений. Если операция удаления миним...
	Удаление минимального элемента. На нижнем уровне задан указатель из дерева верхнего уровня, которое имеет корень с минимальным значением. Удаление минимума реализуется следующим образом (Рис. 2).
	После удаления минимального узла (Рис. 2а) его поддеревья последовательно объединяются справа налево (поддеревья с меньшими рангами), образуя новое дерево с одним наименьшим узлом (Рис. 2б, в, г). Другими словами, каждое поддерево сливается с деревом,...
	Когда биноминальное дерево ранга r теряет 2r-1 узлов (половина его полных узлов), дерево перестраивается за линейное время, образуя биноминальное дерево ранга r-1. Если в очереди существует другое дерево ранга r-1, эти два дерева сливаются, образуя де...
	Удаление элемента. Когда узел удаляется с помощью операции удаления, его потомки объединяются с помощью процедуры возрастающего слияния. Счетчик, связанный с деревом, который включает удаление, уменьшается и, когда это необходимо, происходит перестрой...
	В рассмотренном примере (рис. 3) происходит удаление узла 3, пункт а). Полученные в результате удаления элемента новые деревья сливаются с помощью возрастающего слияния справа налево (пункт б)), как в случае удаления минимума. В пункте в) полученное д...
	Амортизированное количество сравнений, выполняемое в операциях удаления и удаления минимума на нижнем уровне, ограничено ,log-𝑛.+O(1).
	Верхний уровень реализуется как стандартная биноминальная пирамида, содержащая корни деревьев нижнего уровня.
	Операция вставки реализована так же, как и в стандартных биноминальных пирамидах.
	Когда узел с минимальным значением должен быть удален или когда операция удаления выполняется в корне дерева на нижнем уровне, этот узел также удаляется с верхнего уровня с дополнительной сложностью 𝑂(,log-,log-𝑛..). Узел, который продвигается вмест...
	Когда число отмеченных узлов достигает постоянного множителя для узлов верхнего уровня (скажем, половины), верхний уровень перестраивается за линейное время, избавляясь от отмеченных узлов. Сложность перестроения амортизационная с учётом что слияния н...
	Структура многоуровневой пирамиды обеспечивает в амортизированном смысле постоянные затраты на каждую вставку, нахождение минимума и логарифмическую сложность с максимальным количеством ,log-𝑛+𝑂(,log-,log-𝑛..). сравнений при удалении и удалении мин...
	Оценка количества сравнений для операций удаления и удаления минимума может быть дополнительно уменьшена. Вместо двух уровней у нас может быть несколько уровней. Операция удаления минимума на втором уровне реализована так же, как и для первого уровня....
	Когда операции удаления и удаление минимума выполняются на нижнем уровне нашей структуры, биноминальные деревья теряют узлы, а их структура отклоняется от исходной биноминальной древовидной структуры. Наше амортизированное решение состоит в том, чтобы...
	Основная идея состоит в том, чтобы сохранить одно дерево в хранилище и обработать его особым образом (рис. 4). Всякий раз, когда узел удаляется в результате операции удаления или удаления минимума, мы берем узел из дерева в хранилище. Используя этот з...
	Чтобы заимствовать узел из хранилища, мы отделяем самого правого потомка от его корня, делая потомков следующих поддеревьев корня самыми правыми потомками корня в том же порядке. Если в хранилище остается только один узел, мы берем этот узел, отмечаем...
	Важнейшим ограничением является то, что ранг дерева, перемещаемого в хранилище, не является самым большим среди деревьев нижнего уровня.
	Особый случай - когда на нижнем уровне есть только одно дерево. В этом случае мы разбиваем это дерево, отрезая самое левое поддерево от его корня и перемещая это поддерево в хранилище, вставляем его корень в верхний уровень.
	Всякий раз, когда корень биноминального дерева на нижнем уровне удаляется в результате операции удаления минимума, узел, который заимствован из хранилища, постепенно объединяется с поддеревьями удаленного корня справа налево. Это приводит к биноминаль...
	Если корень дерева в хранилище должен быть удален или если он имеет минимальное значение в операции удаления минимума, этот корень удаляется, и процедура поэтапного слияния выполняется на его потомках справа налево. На верхнем уровне вставляется новый...
	Рассмотрим операцию удаления с использованием хранилища на примере (рис. 5). В пункте а) удаляемый узел 5 «всплывает», как это было рассмотрено на рис. 2. После чего из хранилища берется самый правый потомок корня хранилища, элемент 10 (пункт б). Посл...
	Вставка. Подобно биноминальным пирамидам, вставка выполняется добавлением нового узла ранга 0 к нижнему уровню. Если в пирамиде есть два биноминальных дерева одного ранга r, два дерева должны быть объединены, образуя биноминальное дерево ранга r + 1. ...
	Глобальная перестройка верхнего уровня. Чтобы достичь требуемых оценок в наихудшем случае, используем метод глобальной перестройки. Если количество немаркированных узлов меньше m/c, где m - количество узлов на верхнем уровне и c≥2 - некоторая констант...
	По-прежнему используем и обновляем наш оригинальный верхний уровень, но параллельно мы также создаем новую структуру пирамиды. Если узел, который должен быть отмечен, также существует в новой структуре, он также должен быть помечен. Всякий раз, когда ...
	Из этого следует, что в течение следующих не более m/2c операций все немаркированные узлы должны быть скопированы в новую структуру. На этом этапе можно убрать текущую структуру и использовать новую. Новая структура будет содержать не менее половины у...
	Наша модифицированная структура пирамиды обеспечивает постоянную сложность каждой вставки и поиска минимума и логарифмическую сложность с максимальным количеством ,log-𝑛+𝑂(,log-,log-𝑛..). сравнений при удалении и удалении минимума.
	Второй вариант реализации многоуровневой пирамиды основан на понятии F-пирамиды, которая используется в качестве нашей основной структуры. Пирамида, состоящая из F-деревьев, позволяет убрать хранилище, т.к. при операции удаления в F-деревьях не нужно ...

	Рис. 1. Представление верхнего и нижнего уровней пирамиды
	Рис. 3. Операция удаления элемента
	Рис. 2. Удаление минимального элемента
	Рис. 4. Представление биноминальной пирамиде в виде структуры с хранилищем
	F-пирамиды.
	F-дерево рекурсивно определяется следующим образом. F-дерево ранга 0 является единственным узлом. F-дерево ранга r состоит из корневого узла, который имеет r или r - 1 поддеревьев. Эти поддеревья, справа налево, являются F-деревьями с последовательным...
	Каждый узел в F-пирамиде реализуется тремя указателями, указывающими на левого брата, правого брата и левого потомка. Левый указатель самого левого потомка указывает на родителя вместо его несуществующего левого брата.
	F-пирамида - это лес F-деревьев, в каждом из которых выполняется основное свойство пирамиды, т.е. значение каждого узла меньше или равно значению его потомков. Основные F-деревья все тяжелые, но это условие не обязательно верно для поддеревьев. Для эт...
	Разделение. Тяжелое F-дерево ранга r можно разбить на два F-дерева, вырезав самое левое поддерево корня из остальной части дерева. Это самое левое поддерево образует F-дерево ранга r - 1 (тяжелое или легкое), а остальная часть дерева образует легкое F...
	Слияние. Два F-дерева одного ранга r могут быть объединены за постоянное время и за одно сравнение, что приводит к F-дереву ранга r+1. Пусть x - корень дерева, имеющего наибольшее значение.
	1. Если два дерева тяжелые: корень х вставляется в качестве крайнего левого потомка другого корня, образует тяжелое F-дерево ранга r+1, т.е. обычное слияние биноминальных пирамид.
	2. Если два дерева легкие, то x связывается как самый левый потомок другого корня, образуя легкое F-дерево, т.е. обычное слияние биноминальных пирамид, только а результате получается легкое F-дерево
	3. Если одно дерево легкое (рис. 7а), а другое тяжелое (рис. 7б):
	3.1. Если дерево x является легким деревом, то ссылка на x как на самый левый потомок другого корня, образует тяжелое F-дерево (рис. 7в).
	3.2. Если дерево x является тяжелым деревом (рис. 8а), то нужно разделить дерево x на два F-дерева рангов r - 1 и r (рис. 8б и 8в). Полученное лёгкое дерево ранга r=2 (рис. 10в) сливается с исходным лёгким деревом (рис. 8г) в результате чего получаетс...
	Удаление минимального элемента. При указании на верхнем уровне на дерево с минимальным значением корня, удаление минимума реализуется следующим образом. После удаления этого минимального узла мы выполняем процедуру возрастающего слияния с потомками сп...
	Уменьшение ключа. Пусть x - узел, значение которого уменьшается. Если x является корнем дерева на нижнем уровне, операция уменьшения ключа выполняется на соответствующем узле на верхнем уровне, и процедура завершается. В противном случае поддерево x б...
	Удаление. Чтобы удалить узел, его значение уменьшается, чтобы стать наименьшим из узлов пирамиды. Затем он удаляется путем применения операции удаления минимума.
	Наша модифицированная структура пирамиды обеспечивает в амортизированном смысле постоянные затраты на каждую вставку, нахождение минимума и уменьшение ключа, и логарифмическую сложность при максимальном сравнении 1.44,log-𝑛.+𝑂(,log-,log-𝑛..) при уд...
	Хотя метод прост, понятен концептуально, нельзя утверждать, что он привел бы к самому короткому коду, или к самому быстрому внедрению на практике, по сравнению с существующими методами.
	На практике эффективность пирамид зависит не только от её теоретической оценки, но и от многих факторов, таких как основные операции в алгоритме решаемой задачи и их количественное сочетание, длина кода программы, кэширование, ветвление программы и др...
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