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Аннотация— В настоящей работе рассматривается 

модель распространения фемтосекундного лазерного 
импульса в линейной среде, которая описывается 
уравнением Шредингера. При исследовании задач 
лазерной физики, описываемых уравнениями 
Шредингера, особое место занимает построение их точных 
решений. В работе предложен подход к построению 
точного решения, который заключается в преобразовании 
уравнения Шредингера к уравнению Эйри и поиску его 
точного решения. Следует отметить, что даже в случае 
распространения лазерного импульса в линейной среде, 
точных решений для уравнения, рассматриваемого в 
работе, ранее найдено не было, и эта задача является 
актуальной. В работе найдено точное решение для 
уравнения Шредингера в виде произведения 
экспоненциальной функции на функцию Эйри, а также 
приведены линейно независимые решения уравнения 
Эйри, свойства которых используются при анализе 
начальных распределений лазерного импульса.  Отметим, 
что найденное решение включает в себя свободный 
параметр, отвечающий за изменение амплитуды 
колебаний решения на одной из границ области, 
рассматриваемой в задаче. Для полученного решения 
графически проиллюстрированы некоторые типы 
начальных распределений, которые соответствуют этому 
решению. 
 
Ключевые слова— фемтосекундные импульсы, точное 

решение, линейное уравнение Шредингера. 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

В последние десятилетия довольно интенсивно 
развивается оптика малопериодных фемтосекундных 
лазерных импульсов и задачи по моделированию 
распространения таких импульсов рассматриваются в 
различных областях, включая нелинейную оптику, 
медицинскую диагностику, управление химическими 
реакциями и др. 

Для описания процессов распространения лазерного 
излучения используются различные подходы. Наиболее 
общее представление даёт система уравнений 
Максвелла, однако ее моделирование требует 
трудоемких вычислений и не является эффективным 
подходом для компьютерного моделирования. Другой 
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подход, связанный с описанием процесса 
распространения лазерного излучения, заключается в 
использовании приближений метода медленно 
изменяющихся амплитуд во времени и по 
пространственной координате, вдоль которой 
распространяется излучение. Этот подход дает довольно 
точные результаты для лазерных импульсов, 
длительность которых более 40 фемтосекунд. Для 
описания распространения таких импульсов в [1] было 
предложено нелинейное уравнение Шредингера с 
первой производной от нелинейного отклика среды. Это 
уравнение широко используется для описания 
распространения фемтосекундных импульсов в 
нелинейных оптических волокнах [2]. 

Для более точного описания распространения таких 
импульсов (в работах [3], [4]) впервые было предложено 
обобщенное уравнение Шредингера, содержащее 
производную по времени от нелинейного отклика 
среды, а также смешанные производные по времени и 
координате, вдоль которой распространяется излучение.  
В отличие от уравнения из [1], обобщенное уравнение 
записывается в приближениях для медленно 
изменяющейся амплитуды и фазы, а также условия о 
том, что групповая и фазовая скорости импульса 
отличаются незначительно. В работе [5] предложено 
оригинальное преобразование обобщенного уравнения 
Шредингера, которое позволяет путем введения новых 
функций привести его к виду, не содержащему 
производных от нелинейного отклика среды, а также 
смешанных производных. Такой вид уравнения 
позволяет построить инварианты рассматриваемой 
задачи (энергии, спектральный, а также Гамильтониан, 
и другие). Эти инварианты зависят не только от 
интенсивности импульса, но и от его фазы. 

Особый интерес представляет задача поиска точного 
решения, так как даже в случае распространения 
лазерного импульса в линейной среде точных решений 
ранее получено не было. 

В настоящей работе рассматривается модель 
распространения фемтосекундного импульса на основе 
обобщенного уравнения Шредингера для случая 
распространения импульса в линейной среде и 
предлагается подход к получению ее точного решения. 
Преобразование уравнения, представленное в работе, 
заключающееся в переходе к новой функции, позволяет 
привести исходное уравнение к уравнению 
специального вида (уравнению Эйри) и свести задачу к 
его решению.  

Об одном точном решении линейного 
уравнения Шредингера, описывающего 
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Известно, что решения уравнения Эйри используются 
в различных областях физики и играют важную роль в 
оптике и квантовой механике. Впервые в 1979 году в 
работе [6] по квантовой механике было рассмотрено 
решение уравнение Шредингера для свободной частицы 
в виде функции Эйри и показано, что «пакет Эйри» не 
изменяется с течением времени. Свойства и приложения 
этих функций широко изучены и приведены, например, 
в [7]–[11]. В работе [12] решение уравнения 
Шредингера (в случае сферически симметричного 
потенциала) было получено в виде, содержащем 
специальную функцию Эйри. В работе [13] было 
показано, что в случае выбора начального Гауссова 
распределения, специальные функции Эйри являются 
решением стандартного уравнения Шредингера в случае 
учета дисперсии третьего порядка. Также, для 
уравнений Шредингера, решения были получены в 
работах [14]–[19]. Также стоит отметить и другие 
работы по специальным функциям Эйри [20]-[26]. 

В настоящей работе построено точное решение 
линейного обобщенного уравнения Шредингера в виде 
произведения экспоненциальной функции на 
специальную функцию Эйри для случая 
распространения малопериодного фемтосекундного 
импульса в линейной среде, а также проанализирован 
вид решения в зависимости от параметров 
дифференциальной задачи, построены графические 
иллюстрации характерных частных случаев решения 
задачи. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Распространение лазерного импульса фемтосекундной 
длительности в линейной среде с учетом влияния 
дифракции оптического излучения и с учетом 
дисперсии второго порядка описывается следующим 
безразмерным обобщенным уравнением Шредингера: 

�1 + 𝑖𝛾
𝜕
𝜕𝑡
�
𝜕𝐴
𝜕𝑧

+ 𝑖𝐷2 �1 + 𝑖𝛾
𝜕
𝜕𝑡
�
𝜕2𝐴
𝜕𝑡2

+ 𝑖𝐷𝑥
𝜕2𝐴
𝜕𝑥2

= 0, 
 

 
(1) 

которое может быть рассмотрено в области 
(𝑧, 𝑥, 𝑡) ∈ Ω = (0, 𝐿𝑧] × (0, 𝐿𝑥) × (0, 𝐿𝑡). 

 Здесь функция 𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡) – медленно изменяющаяся во 
времени и пространстве комплексная амплитуда, 
связанная с напряженностью электрического поля 
следующим соотношением: 
Ɛ(𝑧, 𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡)exp(−(𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝑘𝑧)) + к. с., (2) 

где к.с. означает комплексное сопряжение, 𝜔 – 
безразмерная частота световой волны, 𝑘 – ее волновое 
число. 

Комплексная амплитуда импульса 𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡) нормиро-
вана на квадратный корень из максимального значения 
интенсивности волнового пакета на входе в линейную 
среду. Лазерный импульс распространяется вдоль 
координаты 𝑧, которая измеряется в единицах 
характерной длины среды, 𝑡 – нормированное на 
длительность импульса время в сопровождающей его 
системе координат, 𝐷2 – коэффициент, равный 
отношению длины среды к дисперсионной длине, 𝐷𝑥 – 
коэффициент, характеризующий дифракцию среды, 𝛾 – 
параметр, обратно пропорциональный  произведению 
длительности импульса на его частоту, 𝐿𝑧 , 𝐿𝑥 ,  𝐿𝑡 – 

безразмерные границы области, в пределах которой 
анализируется процесс распространения импульса. 

Отметим, что для построения точного решения в 
данной работе используется теория, связанная с 
уравнением специального вида, а именно – с 
уравнением Эйри. Следующий параграф посвящен 
особенностям этого уравнения, а также его решениям. 

III. УРАВНЕНИЕ ЭЙРИ 
Уравнение Эйри – это обыкновенное дифференциальное 
уравнение второго порядка, которое было впервые 
рассмотрено и исследовано в 1838 году Британским 
астрономом Дж. Эйри: 

𝐹′′(𝑥) − 𝑥𝐹(𝑥) = 0. (3) 
Особенность этого уравнения заключается в том, что 

оно имеет на действительной оси точку, в которой вид 
решения меняется с колеблющегося на экспоненциаль-
ный. У этого уравнения существуют два линейно 
независимых решения (см. Рис. 1): 
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(5)  

 

 
Рис. 1. Точные решения 𝐴𝑖(𝑥) и 𝐵𝑖(𝑥)  уравнения Эйри 
(3). 
 

Первое решение 𝐴𝑖(𝑥) представляет собой 
несобственный интеграл от косинуса и имеет на минус 
бесконечности колебательное поведение с постепенным 
уменьшением амплитуды колебаний, а на плюс 
бесконечности монотонно убывает по экспоненциаль-
ному закону. Второе решение 𝐵𝑖(𝑥) имеет ту же 
амплитуду колебаний на минус бесконечности, что и 
первое, но отличается по фазе на 𝜋/2, а на плюс 
бесконечности решение возрастает по экспоненциаль-
ному закону. 

Теперь перейдем к предлагаемому подходу, который 
был применен в настоящей работе для получения 
точных решений для линейного обобщенного уравнения 
Шредингера.  

IV. ПОЛУЧЕНИЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ 
Основная идея построения решения заключается в 
переходе к новой функции, которая представляет собой 
произведение экспоненциальной функции на некоторую 
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функцию действительного аргумента, вид которой 
обеспечит переход уравнения Шредингера в уравнение 
Эйри, решение которого известно и представляет собой 
экспоненциально убывающую функцию 𝐴𝑖(𝑥). 

Преобразуем уравнение (1) к уравнению Эйри, 
используя следующую подстановку: 
𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝑎𝑧(𝑡 + 𝑥 − 𝑎𝑓𝑧 − 𝑎𝑏𝑧2)

− 𝑖𝑧𝑚 + 𝑖𝑡 ⁄ 𝛾)  𝐹(𝑐(𝑡 + 𝑥 − 𝑒𝑧
− 𝑑𝑧2) + 𝑚)
= 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡))  𝐹(𝑐(𝑡 + 𝑥
− 𝑒𝑧 − 𝑑𝑧2) + 𝑚), 

(6) 

где 𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑, 𝑒, 𝑓,𝑚 - это действительные коэффициенты, 
а функция 𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡) – функция действительного 
аргумента. 

Покажем, что уравнение (1) может быть сведено к 
уравнению следующего вида: 

𝐹′′(𝜂) − 𝜂𝐹(𝜂) = 0, (7) 
решением которого является специальная функция Эйри 
𝐹 = 𝐴𝑖(𝜂) от действительного аргумента 𝜂(𝑧, 𝑥, 𝑡): 

𝜂(𝑧, 𝑥, 𝑡) = 𝑐(𝑡 + 𝑥 − 𝑒𝑧 − 𝑑𝑧2) + 𝑚. (8) 
Учитывая вид подстановки (6), получаем следующие 
соотношения на производные от функции 𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡): 

𝜕2𝐴
𝜕𝑡2

 =  exp (𝑖𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡))(𝑐2 𝐹′′ 

− 2𝑖𝑐 �
1
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− 𝑎𝑧)� 𝐹′

− �
1
𝛾
− 𝑎𝑧�

2

𝐹), 
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= 𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡))((−𝑖𝑎(𝑡 + 𝑥) − 𝑖𝑚
+ 2𝑖𝑎2𝑓𝑧 + 3𝑖𝑎2𝑏𝑧2)𝐹 

−(𝑐𝑒 + 2𝑐𝑑𝑧)𝐹′), 

 
 

𝜕2𝐴
𝜕𝑥2

= 𝑒𝑥𝑝�𝑖𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡)� (𝑐2 𝐹′′ − 2𝑖𝑐𝑎𝑧𝐹′

− 𝑎2𝑧2𝐹). 

 
 

В результате получаем следующее уравнение: 
𝐷2𝑐22𝐹′′ +  2𝑖𝑐(𝑧(𝑑 − 𝑎𝐷2) + 1 ⁄ 𝛾(2𝐷2 − 𝐷𝑥)

+ 𝑒)𝐹′ − (𝐷2(1 ⁄ 𝛾 − 𝑎𝑧)2 
+𝑎(𝑡 + 𝑥) +  𝑚− 2𝑎2𝑓𝑧 − 3𝑎2𝑧2𝑏

+ 𝑎𝑧𝐷𝑥 𝛾⁄ )𝐹 = 0. 

 
(9) 

Выберем параметры 𝑑 и 𝑒 так, чтобы коэффициент при 
производной первого порядка от специальной функции 
Эйри 𝐹(𝜂) был равен нулю: 

𝑑 = 𝐷2 𝑎, 𝑒 = − (2𝐷2 − 𝐷𝑥) 𝛾⁄ . (10) 
Учитывая соотношения (9), (10), уравнение (1) 
преобразуется к следующему виду: 
𝐹′′ −  

𝑎
𝐷2𝑐2

[ (𝑡 + 𝑥) +  1 ⁄ 𝛾(𝑚 + 𝐷2 ⁄ 𝛾2)

− (2𝐷2 ⁄ 𝛾 + 2𝑎𝑓 − 𝐷𝑥 𝛾⁄ )𝑎𝑧 
−(3𝑏 − 𝐷2)𝑎𝑧2]𝐹 = 0. 

 
(11) 

Учитывая вид аргумента 𝜂 в уравнении Эйри (7) и вид 
параметров 𝑑 и 𝑒 (10), получаем следующий набор 
коэффициентов: 

𝑐 = 𝑎 (𝐷2𝑐2)⁄ = (𝑎 𝐷2⁄ )
1
3,  

𝑚 = 1 (𝐷2𝑐2)⁄ (𝑚 + 𝐷2 ⁄ 𝛾2)

= 𝐷2 ⁄ �𝛾2 �𝐷2
1
3𝑎

2
3 − 1��, 

 

     𝑓 = − (2𝐷2 − 𝐷𝑥) (𝑎𝛾)⁄ ,   𝑏 = 2
3
𝐷2.   

  

Отметим, что коэффициент 𝑎 является свободным 
параметром уравнения (1) и отвечает за изменение 
амплитуды колебаний решения. 

Таким образом, решение уравнения (1) принимает 
вид: 
𝐴(𝑧, 𝑥, 𝑡) = exp (−𝑖𝑎𝑧(𝑡 + 𝑥 + (2𝐷2 − 𝐷𝑥)𝑧 𝛾⁄

− 2𝑎𝐷2𝑧2 3)⁄

− 𝑖𝑧 𝐷2 (⁄ 𝛾2(𝐷2
1
3𝑎

2
3 − 1)) 

+ 𝑖𝑡 𝛾⁄ ) 𝐴𝑖(𝜂), 

 
(12) 

где аргумент специальной функции Эйри 𝜂(𝑧, 𝑥, 𝑡) имеет 
следующий вид: 

𝜂 =  (𝑎 𝐷2⁄ )
1
3(𝑡 + 𝑥 + (2𝐷2 − 𝐷𝑥)𝑧 − 𝐷2𝑎𝑧2) 

+𝐷2 �𝛾2(𝐷2
1
3𝑎

2
3 − 1)�� . 

 
(13) 

 
Отметим, что если 𝐷2𝑎2 = 1, то решение уравнения (12) 
не существует. В этом случае необходимо использовать 
другой подход при поиске точного решения 
обобщенного линейного уравнения (1). 

V. ВИД НАЧАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
При моделировании дифференциальной задачи и при 
анализе ее точного решения особое внимание уделяется 
начальному распределению импульса на входе в среду, 
в которой рассматривается его распространение. 

Например, в работе [13] было получено решение для 
нелинейного уравнения Шредингера в виде, 
содержащем специальную функцию Эйри при 
рассмотрении задачи распространения лазерного 
импульса с начальным распределением в виде гауссова 
пучка. В работе [15] начальное распределение было 
выбрано в виде произведения специальной функции 
Эйри на экспоненциально убывающую функцию, для 
которого было получено решение в рамках нелинейного 
уравнения Шредингера с учетом дисперсии третьего 
порядка. 

Решению (13), построенному в настоящей работе, 
соответствует следующий класс функций, в 
зависимости от параметров дифференциальной задачи 
𝛾,𝐷2, а также свободного параметра 𝑎: 

 

𝐴0(𝑥, 𝑡) = exp (𝑖𝑡 𝛾⁄ )𝐴𝑖 �(𝑎 𝐷2⁄ )
1
3(𝑡 + 𝑥)

+ 𝐷2 (⁄ 𝛾2(𝐷2
1
3𝑎

2
3 − 1)�. 

 
(14) 

Проанализируем структуру начальных распределений 
(14), которые соответствуют построенному решению 
(13) в зависимости от выбора параметров 𝛾, 𝑎,𝐷2. 
Зафиксируем параметры задачи и построим 
интенсивность начального распределения (14) и ее 
сечение в фиксированный момент времени 𝑡 (см. Рис. 2). 
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                                                  (а) 

        
          (б) 

Рис. 2. (а) - Интенсивность начального распределения 
комплексной амплитуды (14) для параметров: 𝛾 = 10,
𝐷2 = 2, a = 1, 𝐿𝑥 =  𝐿𝑡 = 20,  (б) - сечение при 𝑡 =
 𝐿𝑡 16.⁄   
 Отметим, что при таком выборе параметров решение 
(14) сохраняет до определенного момента времени 
колебательную структуру, а далее экспоненциально 
затухает. Количеством колебаний можно варьировать с 
помощью параметра решения 𝑎. Например, при 
увеличении параметра 𝑎 в 100 раз в рассматриваемую 
область попадают только 3 колебания (см. Рис. 3), а при 
увеличении параметра 𝑎 в 1000 раз - одно колебание 
(см. Рис. 4). 

         
                                            (а) 

 
                                            (б) 
Рис. 3. (а) – Интенсивность начального распределения 
комплексной амплитуды (14) для параметров: 𝛾 = 10,
𝐷2 = 2, a = 100, 𝐿𝑥 =  𝐿𝑡 = 20,  (б) - сечение при 
𝑡 =  𝐿𝑡 16.⁄   

        
                                           (а) 

    
                                            (б) 
Рис. 4. (а) - Интенсивность начального распределения 
комплексной амплитуды (14) для параметров: 𝛾 = 10,
𝐷2 = 2, a = 1000,𝐿𝑥 =  𝐿𝑡 = 20,  (б) - сечение при 
𝑡 =  𝐿𝑡 16.⁄   
 
При уменьшении параметра 𝛾 в 100 раз начальное 
распределение (14) имеет ненулевую энергию в 
начальный момент времени и  далее экспоненциально 
затухает вплоть до правой границы рассматриваемой 
области (см. Рис.5). 
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                                               (б) 
Рис. 5. (а) - Интенсивность начального распределения 
комплексной амплитуды (14) для параметров: 𝛾 = 0.1,
𝐷2 = 2, a = 1000,𝐿𝑥 =  𝐿𝑡 = 20,  (б) - сечение при 
𝑡 =  𝐿𝑡 16.⁄   

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена дифференциальная задача, 
описывающая распространение лазерного 
фемосекундного импульса в линейной среде, а также 
предложен подход, который позволяет получить точное 
решение обобщенного уравнения Шредингера в виде 
произведения экспоненциальной функции на 
специальную функцию Эйри.  Полученное решение 
позволяет контролировать результаты численных 
экспериментов при математическом моделировании 
процессов распространения малопериодных 
фемтосекундных импульсов в линейной среде. 
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Abstract— In current paper, a model of a femtosecond laser 
pulse propagation in a linear medium is considered. At the 
study of laser physics problems, described by the Schrödinger 
equations, a special role is played by the problem of an exact 
solution existence. The present paper proposes one of the 
approaches for the construction of exact solution, which 
consists in the transform of the Schrödinger equation to the 
Airy equation. An exact solution is developed, using this 
approach. It should be stressed that even in the case of the 
propagation of a laser pulse in a linear medium, no exact 
solutions were found early for the equation under 
consideration in the paper, and this problem is an urgent one. 
The exact solution was found for the Schrödinger equation as a 
product of the exponential function and the Airy functions, and 
linearly independent solutions of the Airy equation were 
written, whose properties were used under the analysis of 
initial laser pulse distributions. Let us note that the obtained 
solution includes a free parameter that corresponds to a 
change in the amplitude of the solution oscillations on one of 
the boundaries of the region considered in the problem. In 
addition, initial distributions, corresponding to obtained 
solution and depending on the physical parameters of the 
problem, are depicted in Figures. 
 

Key words—femtosecond pulses, exact solution, linear 
Schrӧdinger equation. 
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