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Построение кусочно-линейных оценок для
функций одной переменной

А.Л. Усов1

Аннотация—В данной статье рассматривается проблема
построения нижних и верхних ограничивающих функций
для функций одной переменной. Эта проблема имеет ре-
шающее значение в глобальной оптимизации, где такие
оценки используются детерминированными методами для
уменьшения области поиска. Как показывает практика су-
ществующие подходы в глобальной оптимизации не всегда
показывают высокую точность ограничивающих функций.
В тоже время следует отметить, что для ограничиваю-
щих функций должны существовать относительно про-
стые способы построения и манипулирования. Для этого
предлагается использовать кусочно-линейные границы в
качестве оценки одномерных функций. В статье дано опре-
деление кусочно-линейной функции, рассмотрены их основ-
ные свойства, а также основные арифметические операции
применимые к ним. На примере элементарных математи-
ческих функций предложен алгоритм построения нижних
и верхних кусочно-линейных оценок с использованием
свойств выпуклости и вогнутости. Кроме того, в статье
рассматриваются необходимые теоретические утверждения
с доказательствами, которые позволяют автоматизировать
синтез нижних и верхних оценок по выражению функции,
представленной в алгебраической форме. Численные при-
меры, представленные в статье, сравнивают предложенный
подход с техникой использования интервального анализа и
арифметикой скосов. Предложенный подход демонстриру-
ют высокую точность предлагаемых оценок.
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I. ВВЕДЕНИЕ
Данная статья посвящена разработке теоретических

основ для построения верхней и нижней ограничиваю-
щей кусочно-линейной функции для целевой одномерной
функции. Предлагаемый подход развивает результаты,
представленные в [1], детализируя алгоритм построения
кусочно-линейных оценок, на основе которого возможна
разработка программного комплекса.
Функция ϕ(x) называется нижней(верхней) ограничи-

вающей функцией для целевой функции f(x) на интервале
[a, b] если f(x) ≥ ϕ(x) (f(x) ≤ ϕ(x)) для любого
x ∈ [a, b]. Такие оценки для целевых функций и ограни-
чений играют важную роль в глобальной оптимизации.
Предположим, что мы знаем нижнюю ограничивающую
функцию ϕ(x) для целевой функции f(x). Тогда мож-
но исключить из дальнейшего рассмотрения множество,
определенного следующим неравенством:

ϕ(x) ≥ fr − ε, (1)
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где fr является рекордом (лучшее найденное решение),
а ε является заданной точностью решения [2], [3].
Неравенство 1 может быть решено эффективно только

когда функция ϕ(x) имеет простую структуру. В дан-
ной работе исследуется один тип функций подобного
типа: кусочно-линейная (или сокращенно КСЛ функция).
Предлагается метод получения КСЛ оценок из алгебра-
ического представлении функции (формулы). Алгоритм
определяется правилами, которые последовательно при-
меняются начиная с нижней части дерева выражения
(листьев) до его корня. КСЛ оценки, построенные с
помощью предложенного подхода, как правило намного
точнее оценок, вычисленных с помощью интервального
анализа [4], [5] или арифметики скосов [6].
Вогнутые нижние и выпуклые верхние КСЛ оценки,

состоящие из двух отрезков, рассматривались в работе
[7], [8]. Авторы предложили правила автоматического
синтеза оценок на основе алгебраического представления
выражения.
Следует отметить, что предложенный в данной работе

подход отличается от выпуклых оценок и других техник
на основе выпуклых методов, разработанных в работах
[9], [10], [11], [12]. Основное различие между подходами
заключается в том, что в данной работе рассматривается
произвольная КСЛ функция, не ограничиваясь только
выпуклым или вогнутым случаем.
Статья организована следующим образом: в разделе II

приводятся определение, основные свойства КСЛ функ-
ций, а также арифметические операции над КСЛ функци-
ями. Раздел III посвящен теории и основным свойствам
КСЛ оценок, а также базовым арифметическим опера-
циям над КСЛ оценками. Вычислительный эксперимент,
состоящий из двух примеров построения КСЛ оценок,
приводится в разделе IV. Там же дано сравнение оценок
функций одной переменной, полученных при помощи
разных подходов.

II. Определение и основные свойства КСЛ функций

Кусочно-линейная функция на интервале [a, b] опреде-
ляется как последовательность сегментов zi соединен-
ных точками (xi, yi) и (xi+1, yi+1). Более формально:

ψ(x) = yi+
yi+1 − yi
xi+1 − xi

(x−xi), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, .., n−1.

где n ≥ 2, a = x1 ≤ · · · ≤ xn = b.
КСЛ функция однозначно задается последовательно-

стью точек, которые являются концами составляющих ее
сегментов:

{(x1, y1), . . . , (xn, yn)}.
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Эти точки в дальнейшем будем называть вершинами.
Рассмотрим основные операции над КСЛ функциями.

A. Арифметические операции
Рассмотрим две КСЛ функции ϕ(x) и ψ(x) на заданном

интервале x ∈ [a, b].

ϕ(x) =


ϕ1(x), x ∈ [x′1 = a, x′2],

ϕ2(x), x ∈ [x′2, x
′
3],

...

ϕm(x), x ∈ [x′m, x
′
m+1 = b].

ψ(x) =


ψ1(x), x ∈ [x′′1 = a, x′′2 ],

ψ2(x), x ∈ [x′′2 , x
′′
3 ],

...

ψn(x), x ∈ [x′′n, x
′′
n+1 = b].

Множество X ′ = {x′1, x′2, ... , x′m+1} состоит из
упорядоченных по возрастанию абсцисс, соответствую-
щих вершинам КСЛ функции ϕ(x), а множество X ′′ =
{x′′1 , x′′2 , ... , x′′n+1} состоит из упорядоченных по
возрастанию абсцисс, соответствующих вершинам ψ(x).
Обозначим объединение этих двух множеств через мно-
жество X = (X ′ ∪X ′′) = {x1, x2, ... , xk+1}.
Сумма двух КСЛ функций ϕ(x) и ψ(x) является КСЛ

функцией следующего вида:

ω(x) =



ω1(x) = ϕ1(x) + ψ1(x), x ∈ [x1 = a, x2],

...

ωl(x) = ϕil(x) + ψjl(x), x ∈ [xl, xl+1],

...

ωk(x) = ϕm(x) + ψn(x), x ∈ [xk, xk+1 = b],

где, сегменты ϕil(x) и ψjl(x) соответствую интервалу
x ∈ [xl, xl+1].
Разность двух КСЛ функций ϕ(x) и ψ(x) также явля-

ется КСЛ функцией, определяемой следющим образом:

ω(x) =



ω1(x) = ϕ1(x)− ψ1(x), x ∈ [x1 = a, x2],

...

ωl(x) = ϕil(x)− ψjl(x), x ∈ [xl, xl+1],

...

ωk(x) = ϕm(x)− ψn(x), x ∈ [xk, xk+1 = b].

Индексы il и jl имеют такой же смысл как описано выше.
Произведение КСЛ функции ϕ(x) и числа α ∈ R также

является КСЛ функцией:

ω(x) =


ω1(x) = α · ϕ1(x), x ∈ [x′1 = a, x′2],

ω2(x) = α · ϕ2(x), x ∈ [x′2, x
′
3],

...

ωm(x) = α · ϕm(x), x ∈ [x′m, x
′
m+1 = b].

B. Максимум и минимум КСЛ функций
Функция, получаемая в результате взятия максимума

нескольких КСЛ функций также является КСЛ функцией
(Рис. 1).
Приведем описание алгоритма вычисления максимума

ω(x) = max
i=1,...,m

ϕi(x)

нескольких КСЛ функций:

Рис. 1: Максимум ω(x) КСЛ функций
ϕ(x), ψ(x), µ(x), σ(x) на интервале x ∈ [0, 20].

1) объединить абсциссы вершин КСЛ функций
ϕ1(x), .., ϕm(x) на интервале x ∈ [a, b], получив в
результате множество X:

X = {x1 = a, . . . , xn = b};

2) для каждого интервала [c = xi, d = xi+1], i =
1, ..., n− 1:
a) выбрать сегмент с максимальной ординатой

ym в точке x = c; в случае если имеется
несколько таких сегментов, выбрать сегмент
с максимальным углом наклона, назовем дан-
ный сегмент текущим; Если точка (c, ym) яв-
ляется левым концом текущего сегмента, то
добавить ее в множество вершин функции
ω(x);

b) найти точки пересечения текущего сегмента
со всеми другими оставшимися сегментами на
интервале [c, d];

c) выбрать точку с наименьшей абсциссой xa ∈
[c, d] из точек, полученных на шаге 2b и соот-
ветственно выбрать новый текущий сегмент;
добавить данную точку как новую вершину
функции ω(x); Если точек пересечения не
найдено, то положить xa = d

d) повторить шаги начиная с 2b до 2d на интер-
вале [c = xa, d] пока c ̸= d.

3) выбрать точку с максимальной ординатой в точке
xn и добавить ее в множество вершин функции
ω(x);

Алгоритм для вычисления минимума из нескольких
КСЛ функций описывается подобным образом.
Проведенный анализ позволяет сформулировать сле-

дующее утверждение.
Утверждение 1: Пусть ψ(x) и ϕ(x) являются КСЛ

функциями на интервале [a, b]. Тогда выражения

λψ(x), λ ∈ R
|ψ(x)|,
ψ(x)± ϕ(x),

max(ψ(x), ϕ(x)),
min(ψ(x), ϕ(x))
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являются КСЛ функциями на [a, b].
Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 2: Пусть ϕ(x) и ψ(x) являются КСЛ

функциями на интервалах [a, b] и [c, d] соответственно,
где c = minx∈[a,b] ϕ(x), d = maxx∈[a,b]ϕ(x). Тогда компо-
зиция функции ω(x) = ψ(ϕ(x)) является КСЛ функцией
на [a, b].
Доказательство этого утверждения несложно, но доста-
точно громоздко и поэтому не приводится.

III. Основные свойства КСЛ оценок
Нижней КСЛ оценкой функции f(x) на интервале [a, b]

называется такая КСЛ-функция ϕ(x), что f(x) ≥ ϕ(x)
при x ∈ [a, b].
Аналогично определяется верхняя КСЛ оценка. Рас-

смотрим свойства КСЛ оценок.

A. Построение КСЛ оценок для элементарных функций
Основой для построения нижней и верхней КСЛ оцен-

ки является использование свойств выпуклости и во-
гнутости элементарной функции на рассматриваемом
интервале x ∈ [a, b]. Под элементарными функциями
подразумеваются тригонометрические функции напри-
мер: sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x); обратные тригономет-
рические функции: asin(x), acos(x), atg(x), actg(x); ло-
гарифмические функции, степенные функции и показа-
тельные функции. В случае, если элементарная функция
определена на интервале [a, b], то весь интервал может
быть разбит на промежутки где функция выпукла или
вогнута.
Например функция sin(x) на интервале x ∈ [−2π, 2π]

(Рис. 4) является выпуклой на интервалах [−π, 0], [π, 2π]
и вогнутой на интервалах [−2π,−π], [0, π]. Для синтеза
нижней КСЛ оценки для выпуклой функции, необходимо
построить серию касательных в некоторых точках, распо-
ложенных на отрезке [a, b]. Соответственно, для вогнутой
функции необходимо построить секущие, также исполь-
зуя заранее выбранный набор точек на интервале. При
этом, чем меньше выбранный интервал между соседними
точками, тем точнее будет КСЛ оценка функции. Рас-
суждения для синтеза верхней КСЛ оценки для выпук-
лой или вогнутой элементарной функции аналогичны.
Пример построения касательных и секущих для синтеза
нижней КСЛ оценки описан в секции IV-A.

B. Суперпозиция функций
Рассмотрим композицию функции h(x) = f(g(x)) на

интервале [a, b]. Пусть функции µg(x) и µg(x) являются
нижней и верхней КСЛ оценками для внутренней функ-
ции g(x) на интервале [a, b]:

µg(x) ≤ g(x) ≤ µg(x), x ∈ [a, b]. (2)

Обозначим c = minx∈[a,b] µg(x), d = maxx∈[a,b]µg(x).
Пусть функции µf (x) и µf (x) являются нижней и верх-
ней КСЛ оценкой для внешней функции f(x) на интер-
вале x ∈ [c, d]:

µf (x) ≤ f(x) ≤ µf (x), x ∈ [c, d]. (3)

Утверждение 3: Если функция µf (x) монотонно не
убывает на интервале [c, d], то композиция функций

µf (µg(x)) является нижней КСЛ оценкой для функции
h(x) на [a, b].
Доказательство: В соответствии с утверждением 2

µf (µg(x)) является КСЛ функцией. Остается доказать,
что µf (µg(x)) ≤ h(x) на [a, b]. Рассмотрим x ∈ [a, b].
Из неравенства (2) следует, что µg(x) ≤ g(x). Так как
µg(x), g(x) ∈ [c, d] и µf (x) монотонно не убывает на
интервале [c, d], то

µf (µg(x)) ≤ µf (g(x)).

Из неравенства (3) следует, что µf (g(x)) ≤ f(g(x)) =
h(x). Таким образом, µf (µg(x)) ≤ h(x) при x ∈ [a, b].
Утверждение 4: Если функция µf (x) монотонно не

возрастает на интервале [c, d], то композиция функций
µf (µg(x)) является нижней КСЛ оценкой для функции
h(x) на [a, b].
Доказательство: В соответствии с утверждением 2

µf (µg(x)) является КСЛ функцией. Остается доказать,
что µf (µg(x)) ≤ h(x) на интервале [a, b]. Рассмотрим
x ∈ [a, b]. Из неравенства (2) следует, что g(x) ≤ µg(x).
Так как µg(x), g(x) ∈ [c, d] и µf (x) монотонно не возрас-
тает на [c, d], то

µf (µg(x)) ≤ µf (g(x)).

Из неравенства (3) следует, что µf (g(x)) ≤ f(g(x)) =
h(x). Таким образом µf (µg(x)) ≤ h(x) для x ∈ [a, b].
Точно так же можно доказать следующие два утвер-

ждения.
Утверждение 5: Если функция µf (x) монотонно не

убывает на интервале [c, d], то композиция функций
µf (µg(x)) является верхней КСЛ оценкой для функции
h(x) на [a, b].
Утверждение 6: Если функция µf (x) монотонно не

возрастает на интервале [c, d], то композиция функций
µf (µg(x)) является верхней КСЛ оценкой для функции
h(x) на [a, b].

C. Операции линейной комбинации и взятия максимума

Утверждение 7: Пусть µf (x) и µf (x) являются со-
ответственно нижними и верхними КСЛ оценками для
функции f(x) на интервале [a, b]. Кроме того, пусть
µg(x), µg(x) являются соответственно нижними и верх-
ними КСЛ оценками для функции g(x) на том же интер-
вале. Тогда следующие свойства имеют место:

λµf (x) ≤ λf(x) ≤ λµf (x), λ > 0,

λµf (x) ≤ λf(x) ≤ λµf (x), λ < 0,

µf (x) + µg(x) ≤ f(x) + g(x) ≤ µf (x) + µg(x),

µf (x)− µg(x) ≤ f(x)− g(x) ≤ µf (x)− µg(x),

min(µf (x), µg(x)) ≤ min(f(x), g(x)) ≤
min(µf (x), µg(x)),

max(µf (x), µg(x)) ≤ max(f(x), g(x)) ≤
max(µf (x), µg(x)).

(4)

Доказательство утверждения 7 несложно и поэтому не
приводится.
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D. Операция умножения
Пусть функции µf (x) и µf (x) являются нижней и

верхней КСЛ оценками для функции f(x), а функции
µg(x) и µg(x) являются нижней и верхней КСЛ оценками
для функции g(x) на интервале [a, b]:{

µf (x) ≤ f(x) ≤ µf (x), x ∈ [a, b],

µg(x) ≤ g(x) ≤ µg(x), x ∈ [a, b].

Пусть оценки µf (x), µf (x), µg(x), µg(x) не меняют
знак на отрезке [a, b]. Тогда, нижняя и верхняя оценки
для произведения функций f(x) · g(x) на интервале [a, b]
вычисляются в соответствии со следующими утвержде-
ниями.
Утверждение 8: Если µf (x) ≥ 0 и µg(x) ≥ 0, то:

µf (x) · µg(x) ≤ f(x) · g(x) ≤ µf (x) · µg(x).

Утверждение 9: Если µf (x) ≥ 0 и µg(x) ≤ 0, то:

µf (x) · µg(x) ≤ f(x) · g(x) ≤ µf (x) · µg(x).

Утверждение 10: Если µf (x) ≥ 0 и µg(x) ≤ 0 ≤
µg(x), то:

min(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x)) ≤ f(x) · g(x) ≤
max(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x)).

Утверждение 11: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) ≥ 0, то этот
случай идентичен Утверждению 8.
Утверждение 12: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) ≤ 0, то:

µf (x) · µg(x) ≤ f(x) · g(x) ≤ µf (x) · µg(x).

Утверждение 13: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) ≤ 0 ≤
µg(x), то:

min(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x)) ≤ f(x) · g(x) ≤
max(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x)).

Утверждение 14: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) ≥
0, то этот случай идентичен Утверждению 10.
Утверждение 15: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) ≤

0, то этот случай идентичен Утверждению 13.
Утверждение 16: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) ≤

0 ≤ µg(x) то:

min(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x)) ≤ f(x) · g(x) ≤
max(µf (x) · µg(x), µf (x) · µg(x))

Заметим, что полученная нижняя и верхняя оценки
для произведения двух функций f(x) · g(x) являются
кусочно-квадратичными функциями. Так как свойства
выпуклости квадратичных функций хорошо известны, то
всегда можно построить КСЛ оценку на основе кусочно-
квадратичной. Пример построения построения нижней
КСЛ оценки для операции умножения рассмотрен в сек-
ции IV-A.
Кроме рассмотренных случаев возможен вариант когда

КСЛ функция (верхняя и/или нижняя оценка) принимает
как положительное, так и отрицательное значение на
интервале [a, b]. В этом случае график КСЛ функции
пересекается с осью абсцисс в точках, разбивающих
интервал [a, b] на несколько отрезков знакопостоянства
функции. После этого каждый из полученных интервалов
рассматривается отдельно в соответствии с приведенны-
ми выше утверждениями.

E. Операция деления
Пусть функции µf (x) и µf (x) являются нижней и

верхней КСЛ оценками для функции f(x), а функции
µg(x) и µg(x) являются нижней и верхней КСЛ оценками
для функции g(x) на интервале [a, b]:{

µf (x) ≤ f(x) ≤ µf (x), x ∈ [a, b],

µg(x) ≤ g(x) ≤ µg(x), x ∈ [a, b].

Предположим также, что оценки µf (x), µf (x), µg(x),
µg(x) не меняют знак на отрезке [a, b]. Чтобы избе-
жать деления на 0, ограничимся рассмотрением случаев
µg(x) > 0 и µg(x) < 0.
При сделанных предположениях, нижняя и верхняя

оценка для частного функций f(x)
g(x) на интервале [a, b]

вычисляются в соответствии со следующими утвержде-
ниями.
Утверждение 17: Если µf (x) ≥ 0 и µg(x) > 0, то:

µf (x)

µg(x)
≤ f(x)

g(x)
≤ µf (x)

µg(x)
.

Утверждение 18: Если µf (x) ≥ 0 и µg(x) < 0, то:

µf (x)

µg(x)
≤ f(x)

g(x)
≤
µf (x)

µg(x)
.

Утверждение 19: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) > 0 то:

µg(x)

µf (x)
≤ f(x)

g(x)
≤ µg(x)

µf (x)
.

Утверждение 20: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) < 0, то:

µf (x)

µg(x)
≤ f(x)

g(x)
≤
µf (x)

µg(x)
.

Утверждение 21: Если µf (x) ≤ 0 и µg(x) ≤ 0 ≤
µg(x), то оценки не определены.
Утверждение 22: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) >

0, то:

min

(
µf (x)

µg(x)
,
µf (x)

µg(x)

)
≤ f(x)

g(x)
≤ max

(
µf (x)

µg(x)
,
µf (x)

µg(x)

)
.

Утверждение 23: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) <
0, то:

min(
µf (x)

µg(x)
,
µf (x)

µg(x)
) ≤ f(x)

g(x)
≤ max(

µf (x)

µg(x)
,
µf (x)

µg(x)
).

Утверждение 24: Если µf (x) ≤ 0 ≤ µf (x) и µg(x) ≤
0 ≤ µg(x), то оценки не определены.
Заметим, что полученная нижняя и верхняя оцен-

ки для f(x)
g(x) являются дробно-линейными функциями.

Так как свойства и, в частности, интервалы выпукло-
сти/вогнутости дробно-линейных функций хорошо из-
вестны, то в случае если функция определена на рас-
сматриваемом интервале, всегда можно построить КСЛ
оценку на основе дробно-линейной. Пример построения
нижней оценки для частного двух функций рассмотрен
в секции IV-B.
Кроме рассмотренных случаев возможен вариант когда

КСЛ оценки принимают как положительные, так и отри-
цательные значения на интервале [a, b]. В этом случае
график КСЛ функции пересекается с осью абсцисс в
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точках, разбивающих интервал [a, b] на отрезки знакопо-
стоянства функции. После этого каждый из полученных
интервалов рассматривается отдельно в соответствии с
приведенными выше утверждениями.

IV. Вычислительные эксперименты
Приведем примеры построения КСЛ оценок для кон-

кретных функций.

A. Вычислить нижнюю КСЛ оценку для функции:

h(x) = sin(x) · (−x2 + x), x ∈ [1, 3].

Данная функция является произведением двух функ-
ций f(x) = sin(x) и g(x) = −x2 + x. Заметим, что
µf (x) ≥ 0, а µg(x) ≤ 0 для x ∈ [1, 3] (Рис. 2). В
соответствии с правилом (9) (Секция III-D) для произве-
дения функций можно сделать вывод, что нижняя оценка
µh(x) = µf (x)µg(x). Две касательные 0.54x + 0.3 и
−0.99x + 3.11, образуя верхнюю оценку для sin(x), пе-
ресекаются в точке с абсциссой x = 1.83. Для простоты
здесь выбрано такое же значение x для построения хорд
−1.83x + 1.83 и −3.83x + 5.50 составляющих нижнюю
оценку для g(x).

Рис. 2: Шаги для синтеза нижней КСЛ оценки для функ-
ции sin(x)(−x2 + x)

Умножая полученные оценки, получим:

µf (x)µg(x) =


ϕ(x) = (0.54x+ 0.3)(−1.83x+ 1.83),

при x ∈ [1, 1.83],

(−3.83x+ 5.50)(−0.99x+ 3.11),

при x ∈ [1.83, 3].

Заметим, что ϕ(x) не является кусочно-линейной
функцией, следовательно необходимо построить
ее КСЛ оценку. Заметим, что на отрезке [1, 1.83]
оценка вогнута, а на отрезке [1, 1.83] выпукла.
Используя правила построения КСЛ оценок для
вогнутых и выпуклых функций получим нижнюю
КСЛ оценку для для ϕ(x) (и, следовательно, для
f(x)). Эта оценка показана красной линией на Рис.
3. Ломаная состоит из пяти следующих сегментов:
{(1.0, 0.0), (1.76,−1.76), (2.03,−2.8), (2.64,−2.8), (3,−0.91)}
. Минимум нижней КСЛ оценки для функции f(x) равен
−2.8.
Применение интервального анализа дает следующий

результат:

Рис. 3: Нижняя КСЛ оценка для функции sin(x)(−x2+x)

h([1, 3]) ⊆ sin([1, 3]) · (−[1, 3]2 + [1, 3])

= [0.14, 1] · ([−9,−1] + [1, 3])

= [0.14, 1] · [−8, 2] = [−8, 2]

Полученная нижняя оценка h(x) составляет −8.
Оценим функцию h(x) при помощи техники исполь-

зования скосов [13]. Во первых вычислим границы скоса
Ys для sh(c, A) при A = [1; 3] и c = 2:

h((A, c, 1)) = sin((A, c, 1)) · (−(A, c, 1)2 + (A, c, 1))

= sin(([1, 3], 1, 1)) · (−([1, 3], 1, 1)2

+ ([1, 3], 1, 1))

= ([0.14, 1], 0.84, [−0.99, 0.54])

· (−([1, 9], 1, [2, 4]) + ([1, 3], 1, 1))

= ([0.14, 1], 0.84, [−0.99, 0.54])

· (([−8, 2], 0, [−3,−1]))

= ([−8, 2], 0, [−3,−0.14]) = (Yx, Yc, Ys).

Оценка функции на основе вычисленного скоса дает
следующий результат:

h([1, 3]) ⊆ h(c) + Ys(A− c)

= 0 + [−3,−0.14] · ([1, 3]− 1)

= [−6, 0].

Полученная нижняя оценка составляет −6.

B. Пример построения нижней оценки для частного
функций:

h(x) =
sin(x)

x2 + 1
, x ∈ [−2π, 2π]

В соответствии с правилами для операции деления
17 и 19 (Секция III-E) необходимо построить нижнюю
КСЛ оценку функции f(x) = sin(x) на интервале x ∈
[−2π, 2π] (Рис. 4):
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Рис. 4: Нижняя КСЛ оценка функции sin(x) на интервале
x ∈ [−2π, 2π]

µf (x) =



2
π (x+ 2π), x ∈ [−2π,− 3

2π]
2
π (x+ π), x ∈ [− 3

2π,−π]
−x− π, x ∈ [−π,−π + 1]

−1, x ∈ [−π + 1,−1]

x, x ∈ [−1, 0]
2x
π , x ∈ [0, 12π]

− 2
π (x− π), x ∈ [ 12π, π]

π − x, x ∈ [π, π + 1]

−1, x ∈ [π + 1, 2π − 1]

x− 2π, x ∈ [2π − 1, 2π]

Также необходимо построить верхнюю КСЛ оценку
функции f(x) = x2 + 1 для x ∈ [−2π,−π] ∪ [0, π] и
нижнюю КСЛ оценку для x ∈ [−π, 0] ∪ [π, 2π]. (Рис. 5):

Рис. 5: Нижняя и верхняя КСЛ оценки функции f(x) =
x2 + 1 для x ∈ [−2π, 2π]

µg(x) =π
2 − 3π(x+ π) + 1, x ∈ [−2π,−π]

Обозначим a = π2−4
4−2π . Тогда:

µg(x) =


−2xπ − π2 + 1, x ∈ [−π, a]
−4x− 3, x ∈ [a,−1.5]

−2x, x ∈ [−1.5,−0.5]

1, x ∈ [−0.5, 0]

µg(x) =


1 + x, x ∈ [0, 1]

3x− 1, x ∈ [1, 2]

5 + π2−4
π−2 (x− 2), x ∈ [2, π]

µg(x) =

{
π2 + 2π(x− π) + 1, x ∈ [π, 32π]

4π2 + 4π(x− 2π) + 1, x ∈ [ 32π, 2π]

Таким образом, нижняя оценка ω(x)(Рис. 6) для функ-
ции h(x) = sin(x)

x2+1 равна:

Рис. 6: Нижняя оценка для функции sin(x)
x2+1 для x ∈

[−2π, 2π]

ω(x) =



2x/π+4
π2−3π(x+π)+1 , x ∈ [−2π,− 3

2π]
2x/π+2

π2−3π(x+π)+1 , x ∈ [− 3
2π,−π]

x−π
−2xπ−π2+1 , x ∈ [−π, a]
x−π

−4x−3 , x ∈ [a,−π + 1]
1

4x+3 , x ∈ [−π + 1,−1.5]
1
2x , x ∈ [−1.5,−1]

− 1
2 , x ∈ [−1,−0.5]

x− 2π, x ∈ [−0.5, 0]
2x

π(1+x) , x ∈ [0, 1]
2x

π(3x−1) , x ∈ [1, 12π]
−2x/π+2

3x−1 , x ∈ [ 12π, 2]
−2x/π+2

5+
(π2−4)
π−2 (x−2)

, x ∈ [2, π]

π−x
π2+2π(x−π)+1 , x ∈ [π, π + 1]

−1
π2+2π(x−π)+1 , x ∈ [π + 1, 32π]

−1
4π2+4π(x−2π)+1 , x ∈ [ 32π, 2π − 1]

x−2π
4π2+4π(x−2π)+1 , x ∈ [2π − 1, 2π]

Нижняя оценка функции h(x) = sin(x)
x2+1 для x ∈ [−2π, 2π]

равна −0.5.
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Таблица I: Сравнение нижних оценок полученных раз-
ными подходами

Функция КСЛ оценка Интерв. оценка Скосы
sin(x) · (−x2 + x) −2.8 −8 −6

sin(x)
x2+1

−0.5 −1 −6.28

С помощью техники интервального анализа [4], [5]
получаются следующий оценки:

h([−2π, 2π]) ⊆ sin([−2π, 2π])

[−2π, 2π]2 + 1

=
[−1, 1]

[1, 4π2 + 1]
= [−1, 1].

Оценим функцию h(x) = sin(x)
x2+1 при помощи техники

использования скосов [13], [6]. Во первых вычислим
границы скоса Ys для sh(c, A) при A = [−2π, 2π] и c = 0:

h((A, c, 1)) =
sin((A, c, 1))

(A, c, 1)2 + 1

=
sin(([−2π, 2π], 0, 1))

([−2π, 2π], 0, 1)2 + (1, 1, 0)

=
([−1, 1], 0, cos([−2π, 2π]))

([0, 4π2], 0, [−2π, 2π]) + (1, 1, 0)

=
([−1, 1], 0, [−1, 1])

([1, 4π2 + 1], 1, [−2π, 2π])

= ([−1, 1], 0,
[−1, 1]− 0 · [−2π, 2π]

[1, 4π2 + 1]
)

= ([−1, 1], 0, [−1, 1])

= (Yx, Yc, Ys).

Оценка функции на основе вычисленного скоса дает
следующий результат:

h([A]) ⊆ h(c) + Ys(A− c) = 0 + [−1, 1] · ([−2π, 2π]− 0)

= [−2π, 2π].

Таблица I резюмирует результаты полученные при
помощи различных подходов. Во всех рассмотренных
случаев наблюдается превосходство предлагаемого под-
хода.

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье предложена методика автоматического по-

строения кусочно-линейных оценок для функции одной
переменной, заданной в виде выражения над элемен-
тарными функциями. Разработаны базовые правила для
алгебраических операций над КСЛ оценками. Предло-
женный подход эксперементально сравнен с методом ин-
тервального анализа [4], [5] и арифметикой скосов [13],
[6]. Эксперементы продемонстировали, что для некото-
рых функций предложенный подход может значительно
превосходить известные стандартные подходы.
В качестве практического применения описанного под-

хода, планируется использование его в методах гло-
бальной оптимизации. Применение кусочно-линейных
оценок позволяет эффективно делать редукцию области
поиска глобального экстремума.
Другое возможное применение кусочно-линейных оце-

нок возможно для нахождения корней функции от одной

переменной. Здесь также применяется редукция области
поиска корней целевой функции.
Еще одно возможное направление дальнейших ис-

следований — это применение данного подхода в се-
парабельном программировании. В сепарабельном про-
граммировании рассматривается специальный класс мно-
гомерных функций которые представлены в виде сум-
мы функций, каждая из которых зависит только от
одной переменной т.е F (x1, x2, . . . , xn) = F1(x1) +
F2(x2)+, . . . ,+Fn(xn) (сепарабельная функция). В за-
дачах сепарабельного программирования также требует-
ся нахождение глобальных экстремумов функций, кото-
рые могут быть получены при помощи предложенных
кусочно-линейных оценок.
Очевидно, что применение кусочно-линейных оценок

в различных практических задачах потребует дополни-
тельного исследования, проведения вычислительных экс-
периментов и сравнения с другими техниками в отно-
шении времени выполнения и использования вычисли-
тельных ресурсов. Это позволит сделать окончательные
выводы об эффективности предложенного подхода.
В начале данной статьи отмечалось, что для постро-

ения оценок функции одной переменной будет рассмат-
риваться функция с простой структурой. Для этих це-
лей была детально рассмотрена кусочно-линейная функ-
ция, но предварительные эксперименты показывают, что
использование кусочно-квадратичной функции вместо
кусочно-линейной может дать еще более точные оценки
рассматриваемой целевой функции. Это может являться
дальнейшим направлением развития данного подхода.
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Piecewise Linear Bounding Functions in
Univariate Global Optimization

Alexander L. Usov

Abstract—The paper addresses the problem of constructing
lower and upper bounding functions for univariate functions.
This problem is of a crucial importance in global optimization
where such bounds are used by deterministic methods to reduce
the search area. Existing approaches do not always show the
high accuracy of limiting functions in global optimization. It
should be noted that bounding functions are expected to be
relatively easy to construct and manipulate with. To solve this
problem, it is proposed to use piecewise linear estimators for
bounding univariate functions. The article gives a definition
of a piecewise linear function, discusses their basic properties,
as well as the basic arithmetic operations applicable to them.
Using an example of elementary mathematical functions, an
algorithm is proposed for constructing lower and upper
piecewise linear estimates. For this purpose, the properties of
convexity and concavity of elementary functions are applied.
The rules proposed in the paper enable an automated synthesis
of lower and upper bounds from the function’s expression in an
algebraic form. The numerical examples presented in the article
compare the proposed approach with the technique of using
interval analysis and slope arithmetic. The proposed approach
demonstrates the high accuracy piecewise linear bounds.
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