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Аннотация—Настоящая статья посвящена математиче-

ской постановке и численному исследованию простран-
ственной модели стационарных биологических сообществ 
У. Дикмана и Р. Лоу. Главная идея данной модели состоит 
в том, чтобы найти «проекцию» симулируемого биологиче-
ского процесса на некоторые характеристики, динамика 
которых может быть выписана аналитически. В качестве 
таких «характеристик» в модели Дикмана и Лоу выступа-
ют, так называемые «пространственные моменты» Выпи-
сывается система интегро-дифференциальных уравнений, 
описывающая пространственную динамику в этой модели. 
Ставится проблема замыкания третьего пространственно-
го момента, избавляющая систему от бесконечного числа 
уравнений. Выписываются примеры замыканий третьего 
момента, два из которых, так называемые ассиметричное и 
симметричное замыкания второй степени, изучаются более 
подробно. Ставится задача с линейным интегральным 
уравнением равновесия, которая получается при исполь-
зовании ассиметричного замыкания. Объясняются недо-
статки полученной модели, в связи с её биологической ин-
терпретацией, а также с применением этого замыкания при 
изучении двухвидовой модели. Далее формулируется не-
линейная проблема, возникающая при использовании 
симметричного параметрического замыкания второй сте-
пени, проводится её численное исследование. Показывает-
ся её правомерность, в том числе и в двухвидовой модели. 

Ключевые слова—Математическая биология, individual-
based model,  интегральные уравнения, численные методы; 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В последние годы компьютерное моделирование за-

нимает все большее и большее место в различных науч-
ных областях человеческого знания. О его месте в со-
временной науке можно судить уже по тому, что в 2013 
году три химика М. Карплус (M. Karplus), М. Левитт (M. 
Levitt) и А. Уоршел (A. Warshel) получили нобелевскую 
премию по химии за «создание многоуровневых моде-
лей сложных химических систем». В своей нобелевской 
лекции [1], Уоршел говорит о том, что математическое 
моделирование позволяет увидеть, как те или иные фи-
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зические факторы влияют на итоговое поведение хими-
ческой системы. Это позволяет глубже понять зависи-
мости внутри системы и согласовать модель с реальны-
ми наблюдениями.  

Находит компьютерное моделирование место и в био-
логии. Например, в 2007 году с помощью имитационной 
модели было показано, что, так называемы «материн-
ский эффект» - негенетическая передача информации от 
матери к потомству – может быть одной из причин, обу-
славливающий популяционную динамику рачков Daph-
nia Longispina [2]. Авторы обнаружили, что если убрать 
из модели «материнский эффект», то популяция неот-
вратимо вымирает. Существование самого материнского 
эффекта было экспериментально проверено ранее в ра-
боте [3]. 

В настоящей статье будет рассмотрена математиче-
ская модель стационарного биологического сообщества. 
Данная модель была предложена в работах [4]- [6], и 
уже изучалась нами в работах [7] - [11]. Её отличитель-
ной особенностью является присутствие пространствен-
ных неоднородностей. Ранее было обнаружено [5], что 
использование пространственных моделей, учитываю-
щих поведение каждого индивида в отдельности, приво-
дит к результатам более близким к реальности, чем ре-
зультаты пространственно-однородных, «хорошо пере-
мешанных» (well-mixed) моделей.  

В первом разделе проводится краткое описание моде-
ли У. Дикмана и Р. Лоу, показано, что число уравнений 
динамики больше числа неизвестных функций, участву-
ющих в них, и предложена идея замыкания простран-
ственных моментов, т.е. попытка выразить некоторые 
неизвестные функции через остальные, исходя из биоло-
гического смысла. Во второй – ставится математическая 
проблема, и показывается, что она связана с вышеупо-
мянутым замыканием пространственных моментов. В 
третьей – предлагается иное замыкание, и численно по-
казывается правомерность этого действия. В заключе-
нии подводятся итоги, ставятся новые задачи и намеча-
ются пути их решения.  

II. INDIVIDUAL-BASED MODEL У. ДИКМАНА И Р. ЛОУ. 
Для упрощения выкладок, рассмотрим одновидовую 

модель на прямой (n=1). Двухвидовая модель была изу-
чена в работе [10], многомерные - в работах [8] и [11]. 
 Основная идея работ [4]-[6] состоит в том, чтобы 
найти «проекцию» симулируемого биологического про-
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цесса на некоторые характеристики, динамика которых 
может быть выписана аналитически. В качестве таких 
«характеристик» в вышеупомянутых работах выступают, 
так называемые «пространственные моменты» (spatial 
moments). Идея применения этих характеристик была 
предложена в работе [12], а в [6] проведена формализа-
ция и обобщение этой идеи. 
 Рассмотрим числовую прямую, в некоторых точках 
которой находятся биологические индивидуумы. Их 
расположение описывается функцией плотности p(x) 
(spatial pattern), представляющий собой сумму -
функций, имеющих особенности в точках расположения 
индивидуумов. Индивидуумы в изучаемой точке могут 
рождаться и умирать, причём вероятность смерти и 
рождения зависят от других индивидуумов, соседних с 
данной точкой. Перемещение индивидуумов происходит 
только при рождении. 
 Смерти индивидуумов бывают двух видов – от внеш-
них причин и от конкуренции с другими индивидуума-
ми. Внешние причины предполагаются однородными во 
всём пространстве, и плотность вероятности смерти от 
них равна d (d≥0) для каждого из индивидуумов. Этот 
параметр называется «темпом смертности». Смертность 
от конкуренции описывается функцией , от-
вечающую за силу взаимодействия между индивидуу-
мами в точках x и x'. Данную функцию будем называть 
«ядром взаимодействия», и предполагать её неотрица-
тельной, нормированной и чётной. Параметр  считаем 
постоянным.  
 При рождении индивид «выбрасывает» потомка в 
произвольную точку прямой, где он сразу же становится 
новым самостоятельным индивидуумом. Плотность ве-
роятности выброса потомка на расстояние  от родите-
ля равна . Здесь m – функция плотности некоторой 
случайной величины, называемая «ядром рассеивания» 
или «ядром рождаемости». Сама плотность вероятности 
рождения индивидуумом в точке x потомка не зависит 
от точки и равна b (b≥0). Этот параметр называется 
«темпом рождаемости». 
 Все перечисленные величины: d, , b, m(x) и ω(x) мы 
считаем заданными биологической моделью. Перечис-
лим накладываемые на них ограничения: 

 
 

 

 
 Для введения в рассмотрение пространственных мо-
ментов, зафиксируем некоторый момент времени и рас-
смотрим, введённую выше, функцию p(x), равную  

 , где X – множество позиций всех 
индивидуумов. Смысл данной функции состоит в том, 
что интеграл  определяет число индивидуу-
мов, находящихся в некоторой области A. 
 Далее введём среднюю плотность популяции (первый 
пространственный момент) N(p): 

  (1) 

а также среднюю плотность пар (второй пространствен-
ный момент): 

  (2) 
По сути, это нормированное на площадь, рассматривае-
мой области, число пар индивидуумов, расстояние меж-
ду которыми равно , и в которых оба индивида различ-
ны. 
 Наконец, средняя плотность троек популяции (третий 
пространственный момент) : 

 
 

 
Биологический смысл плотности троек – нормирован-

ное на площадь области число троек индивидуумов, рас-
стояние от первого до второго из которых равно , а от 
первого до третьего - . 
 В настоящей работе вместо пространственных момен-
тов  будем рассматривать их 
математические ожидания по паттерну p(x) и обозначать 
их соответственно . 
 Было доказано, что процесс изменения простран-
ственного паттерна  во времени описывается с по-
мощью системы интегро-дифференциальных уравнений 
(master equations). Полный вывод этих уравнений произ-
водится в [6] и достаточно громоздок. Приведём урав-
нения динамики первых двух пространственных момен-
тов. Интегро-дифференциальное уравнение, описываю-
щее динамику средней плотности популяции , имеет 
вид: 

   (3) 
Первое слагаемое представляет собой изменение плот-
ности вида, вызванное рождением новых индивидуумов, 
второе – изменение вызванное смертью старых индиви-
дуумов из-за внешних причин, третье – изменение плот-
ности вида, вызванное смертями из-за конкуренции. 
 Уравнение динамики второго момента  получает-
ся в виде: 

- 
                       (4) 

   
Первое слагаемое демонстрирует влияние на плот-

ность пар  рождения нового индивидуума. Второе - 
влияние на  рождения нового индивидуума родите-
лем, находящимся на расстоянии  от исследуемой точ-
ки (по всем таким расстояниям производится интегри-
рование). Третье слагаемое демонстрирует вероятность 
смерти одного из индивидуумов от внешних причин. 
Четвёртое – отражает вероятность того, что один из ин-
дивидуумов в паре умер из-за конкуренции с другим 
индивидуумом. А пятое – что один из индивидуумов в 
паре умер из-за конкуренции в тройке. 
 Заметим, что уравнение динамики первого момента 
использует второй момент, уравнение динамики второго 
момента – третий. Уравнение динамики третьего про-
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странственного момента будет использовать четвертый 
момент и так далее. Поэтому количество неизвестных 
функций (пространственных моментов) всегда будет 
превышать число уравнений. Для того, чтобы избавить-
ся от подобных зависимостей было предложено «за-
мкнуть» уравнения динамики, исходя из биологических 
ограничений на исследуемые функции, [13]. Т.е. выра-
зить некоторый пространственный момент через преды-
дущие.  

Если мы выразим второй момент через первый 
, 

 то наша система интегро-дифференциальных уравнений 
преобразуется к хорошо изученному дифференциально-
му уравнению Ферхюльста [18]: 

 
которое, как известно, лишено пространственной струк-
туры. Замыкание четвертого пространственного момен-
та (через первый, второй и третий) приводит к весьма 
сложной системе интегро-дифференциальных уравне-
ний.  Поэтому, единственно разумным представляется 
замыкание третьего момента через первые два. Большой 
анализ и изучение данного вопроса было проведено в 
статье [13]. В этой работе на функцию замыкания  

 
были наложены три следующих условия (которые выте-
кают из биологического смысла), которые заведомо 
должны выполняться: 

 

 
. 

 
В той же работе [13] был предложен ряд «кандидатов» 
на замыкание третьего момента:  

 
  (5) 

 

  (6) 
 

  

  (7) 
 

.  (8) 
Замыкания называются по степени второго момента 

C, которая в них используется. Т.о. замыкание (5) назы-
вается замыканием первой степени, а замыкание (8) – 
третьей. Замыкание второй степени, (6) называется 
симметричным, а (7) – асимметричным.   

Ранее было показано [13], что наиболее близкими к 
данным компьютерных симуляций являются замыкания 
второй степени (6) и (7). 

III. УРАВНЕНИЕ РАВНОВЕСИЯ 
В предыдущем разделе была рассмотрена система 

уравнений динамики первого и второго пространствен-
ных моментов. В нашей работе мы рассматриваем дан-
ную систему в стационарной точке, т.е. решение следу-

ющей системы уравнений: 

 
-   (9) 

 
Выражая первый пространственный момент N из пер-

вого уравнения, и подставляя его во второе, получаем 
следующее выражение: 

 

(10) 

 
которое называется «интегральным уравнением равно-
весия». В данное уравнение подставляются замыкания 
из предыдущего раздела. Ранее были широко изучены 
уравнения, получающиеся при замыканиях (6) и (7). В 
случае асимметричного замыкания второй степени, (6) 
получается линейное интегральное уравнение: 

  (11) 

 
Это интегральное уравнение, которое и было изначально 
предложено математическому сообществу Ульфом 
Дикманом в 2005 году было достаточно подробно изу-
чено, см, например, работы [14], [15], [16], [8]. Было 
доказано, что при некоторых дополнительных условиях, 
накладываемых на исследуемые функции, решение 
уравнения (11) существует только при условии d=0. Не 
существование решения данного уравнения при d>0 
можно показать и графически. Ниже изображены реше-
ния видоизмененного уравнения (11) (несобственный 
интеграл по числовой прямой заменен на собственный 
по отрезку [-A,A]) 

  (12) 

 
для различных значений переменной интегрирования A.  

Рис. 1 График зависимости второго пространственного 
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момента, C для различных отрезков интегрирования  
 [-A,A]. 

 
Как мы видим, решение интегрального уравнения рав-
новесия сильно зависит от длины отрезка интегрирова-
ния, что демонстрирует отсутствие решения этого урав-
нения. Аналитическое доказательство отсутствия реше-
ния при d>0 проводится, используя прямое и обратное 
преобразование Фурье. Подробности см., например, в 
работе [8].  
 Данный факт (отсутствие решения при d>0) суще-
ственно снижает ценность решаемой биологической 
задачи, т.к. случай d=0 соответствует модели, в которой 
отсутствует «естественная смертность», и индивидуумы 
могут умирать исключительно от конкуренции друг с 
другом.  
 Но, между тем, изучение случая асимметричного за-
мыкания второй степени (7) и интегрального уравнения, 
к которому оно приводило, было продолжено. Так, были 
установлены достаточные условия существования реше-
ния , [14]-[16]. А также исследованы многомерные слу-
чаи в пространствах одной, двух и трёх размерностей 
(n=1,2,3). Для интегральных ядер m и ω взятых в виде 
гауссиан:  

 
был разработан, так называемый «метод понижения 
размерности» и получена зависимость средней плотно-
сти популяции (первого пространственного момента) от 
значений интегральных ядер (точнее от значений пара-
метров  и ). Ниже приведены графики этих зависи-
мостей в одно-, двух- и трёх- мерных случаях, [8].  

Подробное описание, и рассуждения о приведённых 
графиках см в работе [7]. Изучение аналогичной задачи 
для ядер-куртозиан, [17] в пространствах различных 
размерностей проводилось в работе [9].  

 
Рис. 2 График зависимости средней плотности популя-
ции в зависимости от ядер конкуренции и движения в 

одномерной среде. 
 

 
Рис.3 График зависимости средней плотности популя-
ции в зависимости от ядер конкуренции и движения в 

двумерной среде. 

 
Рис. 4 График зависимости средней плотности популя-
ции в зависимости от ядер конкуренции и движения в 

трёхмерной среде. 
 

 Окончательный отказ от асимметричного замыкания 
второй степени произошёл после работы [10], в которой 
изучалась двухвидовая модель У. Дикмана и Р. Лоу [4], 
[5]. Задача, заключающаяся в нахождении первого и 
второго пространственных моментов для модели двух 
видов индивидуумов (даже в случае отсутствия смерт-
ности от окружающей среды, d=0) приводит к системе 
из пяти интегральных уравнений, два из которых анало-
гичны уравнению равновесия (9), в которых коэффици-
ент, стоящий у интеграла в правой части равенства не 
обращается в единицу, что приводит к отсутствию ре-
шения этого уравнения, см. [15], [8].  
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 Исходя из полученного результата, был сделан вывод 
об отсутствии равновесия в двухвидовой модели при 
использовании асимметричного замыкания моментов 
второй степени. Данный факт привёл к необходимости 
использования другого замыкания третьего момента, 
которое мы будем исследовать в следующем разделе. 

IV. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЗАМЫКАНИЕ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ. 
Проблемы, изложенные выше, привели к необходи-

мости использования другого вида замыкания третьего 
момента.  Нами было использовано параметрическое 
замыкание, являющееся линейной комбинацией замыка-
ний (6) и (7), которое было предложено и исследовано в 
работе [13]: 

 

.  (13) 
Данное замыкание при подстановке в систему (9) при-
водит к системе с нелинейным интегральным уравнени-
ем: 

 
 

 

 

 

. 
 
 Аналитическое изучение второго уравнения пока не 
представляется возможным. Поэтому, мы подошли к его 
решению численно, используя метод рядов Неймана 
[14]. Подробности реализации данного метода могут 
быть найдены в работе [11]. 
 Ниже приведены графики равновесного второго мо-
мента для различных данных модели. Видно, что реше-
ние быстро выходит на требуемую асимптоту при аргу-
менте, стремящемся к бесконечности. 

 
Рис. 5 График равновесной парной плотности с ядрами-

гауссианами, d>0. 
 

 
 
Рис. 6 График равновесной парной плотности плотности 
с ядрами-гауссианами, d>0. 
 
 Хорошо себя зарекомендовало это замыкание и в 
двухвидовой модели. Задача по её исследованию была 
сформулирована в виде системы из пяти интегральных 
уравнений. Предложен алгоритм по решению данной 
системы, который был применен к входным данным, 
вытекающим из классических биологических сценариев: 
Competition-colonization trade-off и Heteromyopia. 
Подробности могут быть найдены в работе [10]. 
 

В завершении мы приведём график, в логарифмиче-
ской шкале, изменения разности двух соседних (по ко-
личеству итераций) вторых моментов. Как видно, убы-
вание к нулю практически линейное, а значит, мы имеем 
экспоненциальную сходимость. 
 

 
 

Рис. 7 График разности старого и нового интеграла 
 в зависимости от числа итераций. 

 
Цветом обозначено значение параметра d. Чем боль-

ше значение d, тем «краснее» график. 
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V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В настоящей работе была рассмотрена модель, основан-
ная на индивидуальностях (individual-based model) У. 
Дикмана и Р. Лоу. Была поставлена проблема замыкания 
пространственных моментов и описаны два примера 
таких замыканий. Далее было объяснено, почему асим-
метричное замыкание второй степени (7), которое изна-
чально казалось биологам наиболее удачным и приводи-
ло к линейной математической задаче, оказалось несо-
стоятельным. Предложено иное параметрическое замы-
кание третьего момента (13), в исследовании которого и 
видятся пути исследований. В дальнейшем требуется 
провести большую работу над созданием адекватных 
компьютерных симуляций, которые были бы стабильны 
на большом множестве параметров модели. После со-
здания симуляций, которые бы выходили на стабильное 
состояние равновесия, требуется провести работу над 
математической постановкой. Согласно результатам 
проверки на корректность различных значений парамет-
ра α в (13), наиболее близкие к симуляциям результаты 
достигаются при α=2/5, см. [13]. Однако, стоит отме-
тить, что используемое замыкание необязательно явля-
ется наиболее подходящим и задача о поиске наиболее 
оптимального замыкания является открытой и в извест-
ной мере одной из самых актуальных. 
 

Вполне может быть, что адекватные компьютерные 
симуляции могут поднять вопрос о корректности систе-
мы интегро-дифференциальных уравнений, описываю-
щих динамику пространственных моментов (3), (4), или 
привести к добавлению (или исключению) некоторых 
слагаемых в них. 
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Abstract - This article is devoted to the mathematical formulation and 
numerical study of the spatial model of stationary biological communi-
ties by U. Dickman and R. Low. The main idea of this model is to find 
a "projection" of the simulated biological process on certain charac-
teristics, the dynamics of which can be written analytically. Such 
"characteristics" in the Dickman’ and Low’s model are the so-called 
"spatial moments". A system of integro-differential equations is de-
scribed describing the spatial dynamics in this model. The problem of 
moment’s closure of the third spatial moment, which relieves the sys-
tem of an infinite number of equations is posed. Examples of closures 
of the third moment are written out, two of which, the so-called 
asymmetric and symmetric closures of the second degree, are studied 
in more detail. The problem is posed with a linear integral equilibri-
um’s equation, which is obtained by using an asymmetric closure. The 
shortcomings of the obtained model are explained, in connection with 
its biological interpretation, and also with the application of this clo-
sure in the study of the two-species model. Next, we formulate a non-
linear problem that arises when a symmetric parametric closure of the 
second degree is used, and its numerical study is carried out. Its legit-
imacy is shown, including in the two-species model. 

Keywords - Mathematical biology, individual-based model, integral 
equations, numerical methods; 
 

On the closure of spatial moments in the biolog-
ical model, and the integral equations to which 

it leads 
A.A. Nikitin 
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