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Аннотация – Рассматриваются вопросы моделирования 

спуска авторотирующих тел сложной конфигурации в 

квазистатической среде. Показано существование режима 

авторотации с минимальной вертикальной составляющей 

скорости, что позволяет применять конструкцию как 

систему спуска. Проводится  оптимизации угла отклонения 

скорости центра масс авторотирующего тела от вертикали. 

Предложен численный алгоритм оптимизации с управлением 

в виде гармонического закона. 

 

Ключевые слова - тело сложной конфигурации, 

стационарный режим, осреднение, закон управления, 

оптимизация 

I. ВВЕДЕНИЕ 

     В задачах динамики тела, взаимодействующего со 

средой, существует проблема моделирования спуска 
быстро вращающихся  тел разной конфигурации с 
минимальной вертикальной составляющей скорости. Эта 
проблема  является актуальной как в математическом, так 

и в прикладном направлениях. Построенные модели 

обычно  используют в качестве систем спуска, или  

торможения при движении в атмосфере. Необходимость 

решения таких задач существует и в авиаракетостроении. 

Также  актуальное значение имеют задачи оптимизации и 

управления движением рассматриваемых тел.  

  

II. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

РАССМАТРИВАЕМОГО ТЕЛА 

Рассмотрим движение в воздушной среде тела сложной 

конфигурации, состоящего из стержня и двух 

параллельных пластинок. Плоскости пластинок образуют 

угол δ  с плоскостью, ортогональной стержню (Рис. 1). 

Будем считать, что движение происходит в вертикальной 

плоскости.  

     При создании модели воздействия среды на тело 

используется гипотеза о квазистационарном обтекании 

пластинок средой [3], [4], [5], [6], [12] Согласно  этой 

гипотезе сила воздействия среды на каждую пластинку 

характеризуется скоростью некоторой  ее точки, которая 

называется центром давления. Помимо упомянутой  

используются вихревая [7] и многотрубчатая [9]  модели 

взаимодействия пластинок со средой. Активно 

исследуется влияние неоднородности потока на 
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аэродинамические нагрузки [8] и эффект срыва потока. В 

рассматриваемой модели предполагается, что поперечные 
размеры пластинок намного меньше длины стержня. При 

выполнении этого условия, центры давления пластинок 

точки А и В можно считать неподвижными относительно 

пластинок. Считается также, что среда не оказывает 
никакого влияния на  стержень. Аэродинамические силы, 

действующие на каждую пластинку, разложим на две 
составляющие: силы сопротивления  ,A BS S

r r
, 

направленные против абсолютных скоростей ,
A B

V V
r r

 

центров давления,  и подъемные силы ,A BP P
r r

, 

направленные им  ортогонально.   

При этом  величины аэродинамических  сил равны:   
2 2
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Рис. 1  Рассматриваемое тело 

Где ,α β - углы атаки между векторами окружных 

скоростей ( ,AO BOV V
r r

) точек  ,A B    и векторами ,A BV V
r r

, 

,p s - аэродинамические функции углов атаки, 
x
с , 

y
с  - 

безразмерные аэродинамические функции, ρ  - плотность 

воздуха, σ  - площадь одной пластинки. Зависимости 

( )xc α  и ( )
y

c α  определены из продувок прямоугольных  

пластинок с заданным удлинением в аэродинамической 

трубе и являются экспериментальными данными [6].  Их 
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типичный вид (для удлинения  8λ = ) представлен на 
рисунке 2. 

В качестве обобщенных координат, определяющих 

положение тела, введем координаты x , y  центра О масс, 
совпадающего с серединой стержня  АВ, и  угол ψ   

отклонения стержня  АВ от вертикали. Для описания  

распределения скоростей точек нашего тела, зададим 

величину вектора абсолютной скорости центра масс  V
r

, 

угол γ  отклонения вектора  V
r

  от вертикали, угол θ  

отклонения  стержня AB от вектора абсолютной скорости 

центра масс V
r

 и абсолютную угловую скорость стержня  

ω
r

.  

 

а 

 б 

Рис. 2 Аэродинамические функции: 

а) подъемной силы; б )силы сопротивления  

        В системе координат, связанной с вектором V
r

(см. 

рис. 1), для векторов , ,AO A BV V V
r r r

  имеем представление:  

{ sin , cos }AOV r rω θ ω θ= −
r

, { sin , cos }AV V r rω θ ω θ= −
r

 

{ sin , cos }BV V r rω θ ω θ= + −
r

 

Следовательно, силы сопротивления можно определить 

как: 

( ) { sin , cos },

( ) { sin , cos }

A A

B B

S s V r V r

S s V V r r

α δ ω θ ω θ

β δ ω θ ω θ

= + − −

= + − −

r

r
 

 подъемные силы будут иметь вид: 

( ) { cos , sin },

( ) { cos , sin }

A A

B B

P p V r r V

P p V r V r

α δ ω θ ω θ

β δ ω θ ω θ

= + −

= + − − −

r

r
 

 Вычислим момент аэродинамических сил, приложенных 

к пластинкам относительно центра масс.      
2 2

0
( ( ( )sin  ( ) cos ) ( ( )sin ( )cos )

A B z
M r V p s V p s eα δ α α δ α β δ β β δ β= + − + + + − +
r r  

     Для того, чтобы составить  уравнения  движения тела, 
воспользуемся  теоремой о движении центра масс в 

проекциях на направление вектора V  и ему 

ортогональное, теоремой  об изменении кинетического 

момента и теоремой о сложении скоростей. Получим:  

2 2

( ) cos ( ) cos ( ) ( sin )

( ) ( sin ) cos

( ) cos ( ) cos ( ) ( sin ) (1)

( ) ( sin ) sin

( ( ( )sin  ( )cos )
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B
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B
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s V r V mg

mV s V r s V r p V r V
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α δ ω θ β δ ω θ α δ ω θ

β δ ω θ γ

γ α δ ω θ β δ ω θ α δ ω θ

β δ ω θ γ

ω α δ α α δ α

= + − + + + − −

− + + +

=− + + + + + − −

− + + −

= + − + +

&

&

& ( ( )sin ( )cos )p sβ δ β β δ β

θ γ ω

+ − +

+ =& &  

Соотношения, определяющие величины , , ,
A B

V V α β через 

псевдоскорости  , ,V θ ω , имеют вид:  

sin cos , cos sin

sin cos , cos sin

A A

B B

V V V r V

V V V r V

α θ α ω θ

β θ β ω θ

= − = −

= = +

                                  (2) 

После того, как мы интегрирования системы уравнений 

(1) –(2), мы можем окончательно  определить положение 

тела при помощи интегрирования кинематических 

соотношений (3) 

γγ sin,cos VyVx == &&
 
и вычисления θγψ += .            (3)

 
     Таким образом, математическая модель  определяется  

замкнутой системой уравнений 

 (1)-(3) , которая полностью описывает движение 

рассматриваемого тела 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 

     В [1], [2] при помощи метода осреднения были 

получены формулы стационарного режима авторотации. 

Математические основы метода осреднения описаны в 

[10]. Пластинки  устанавливались на постоянный  малый 

установочный угол δ  относительно нормали к стержню. 

Абсолютная  величина угла δ  ограничена  некоторым 

значением *δ . Установившийся угол спуска 0γ  на 

режиме авторотации пропорционален величине угла 

перекоса пластинки δ . Например, в случае 
прямоугольных пластинок с удлинением  8λ = , и  

установочном угле 05δ = , абсолютная величина 

соответствующего ему  стационарного значения 
0

0| | 13.8676γ = , а численное решение дает еще  меньшее 

значение. Возникает вопрос:  каким образом можно 

увеличить  0γ  за счет изменения угла δ ? Аналогичная 

задача рассматривалась в [12]. В настоящей статье будет 

рассмотрена задача управления установочным углом δ  

для увеличения стационарного значения 0γ , т.е. нужно  

выбрать закон изменения угла δ  такой, чтобы достигался 

максимум стационарного значения 0γ . В этом случае 

установочный угол  зависит от ϑ  , а уравнения движения 

тела (1)-(3) не изменятся. При выборе управляющего 

воздействия ( )δ ϑ  будем считать, что пластинки 

совершают гармонические колебания с периодом 2π   

около некоторого положения 0δ , так что    

0( ) sin cosB Cδ ϑ δ ϑ ϑ= + + , и задача сводится к выбору 

наилучших значений  B ,  C ,  0δ  . 
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IV. ОСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ  

Будем считать, что тело совершает спуск в режиме 

авторотации и закон изменения угла  δ  одинаков для 

обеих пластинок. Уравнения движения (1) с учетом 

безразмерных аэродинамических функций  
x

c , 
y

c  будут 

иметь вид: 

2

1
[ ( ) cos ( ) cos ( ) ( sin ) ( ) ( sin )] cos

2

1
[ ( ) cos ( ) cos ( ) ( sin ) ( ) ( sin )] sin

2

1
[( ( ( )
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J r V c

ρσ α δ ω θ β δ ω θ α δ ω θ β δ ω θ γ

γ ρσ α δ ω θ β δ ω θ α δ ω θ β δ ω θ γ
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&

&

&
2sin  ( )cos ) ( ( )sin ( )cos )]

x B y x
c V c cα α δ α β δ β β δ β

θ γ ω

− + + + − +

+ =& &

 

Аэродинамические функции ,
x y

c c  разложим в     

 ряд учитывая, что  , 0α β →  

( ) , ( ) ,

( ) , ( )

x x x y y y

x x x y y y

c c c c c c

c c c c c c

δ δ δ δ

δ δ δ δ

α δ α α δ α

β δ β β δ β

′ ′+ = + + = +

′ ′+ = + + = +

  

где: ( ), ( ), ( ), ( )x x x x y y y yc c c c c c c cδ δ δ δδ δ δ δ′ ′ ′ ′= = = =  

Левые части кинематических  соотношений (2) 

линеаризуем при  , 0α β →                                                             

cos , cos , sin , sinA B A BV V V V V r V V r Vα θ β θ ω θ ω θ= − = = − = +  

Пользуясь этими соотношениями, сделаем в уравнениях  

(1) , переход от переменных    
BA VV ,,, βα  к переменным  

, ,Vθ ω    и получим систему уравнений (4):                                                                                                             

2 2 2 2

2 2

2 2

1
[ ( ) ( cos sin ) ( ) sin 2 ]

2

1
[ cos (1 sin ) ( )sin 2 ] cos (4)

2

1
[( cos (1 sin ) ( )sin 2 ] sin

2

x y x y x
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x y y x
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ω ρσ ω θ θ θ

ρσ ω θ θ θ γ
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ω θ γ

′ ′= − + − + −

′ ′= − + + + + +

′ ′ ′= − + + − −

= +

&

&

&

& &

                             

Коэффициенты , , ,x x y yc c c cδ δ δ δ
′ ′  связаны с управляющим  

воздействием δ  следующим образом:                           
2

0 2 2 0 0
, 2 , ,

x x x x x y y y y
c c c c c c c c cδ δ δ δδ δ δ′ ′ ′ ′= + = = = , где          

0 2 0

1
(0), (0), (0)

2
x x x x y yc c c c c c′′ ′ ′= = =

 

Подставим эти соотношения в уравнения  (4) и  

проведем осреднение их правых  частей по θ .  

 Осредненная система имеет вид (5): 
2 2 2 2 2

0 2 0 0 0

2 2 2

2 0

2 2 2

0 0 2 0
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1 1 1
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x
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Система (5) имеет    стационарное решение (6): 

 

 

      

Из формул (6) при  0B =  и  0C =  получаются формулы  

режима авторотации. Задача оптимизации состоит в том, 

чтобы найти такие коэффициенты ,B C  и значение 

установочного угла 
0δ δ=  чтобы функция 

( , , )B Cγ γ δ=  достигала максимального значения. 

V. ОПТИМИЗАЦИЯ 

Найдем стационарные точки функции (7) : 

  

0 2 0 2
1 1

2 2
2 2 2 1 1 1

0 0 2 0

1
(2 3 )

2( , ) (7)
7 5

3 3
4 4

x y x

y x x

c c c xy
a b xy

z x y
c d x l y

c c c x y

δ

δ

′− +
+

= =
+ +′ + + + +

.Для определения стационарных точек, будем иметь 

систему уравнений: 

     
2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1

( ) 2 [ ] (8)

( ) 2 [ ]

b y a d x l y d x a b xy

b x a d x l y l y a b xy

+ + = +

+ + = +

                                                                                                       

Следовательно, 0x =  и  0y =  являются ее решениями. 

Предположим, что 0x ≠  и разделим первое уравнение на 

второе. Будем иметь:   
1

1

dy x

x l y
= ⋅ , откуда: 

1

1

1

d
y x k x

l
= ± = ± .  Подставляя  

7

5
y x=  и значения 

коэффициентов 
1 1 1 1 1, , , ,a b c d l   в первое уравнение 

системы (4.2), получим: 

2 2 2

2 0 0 2 0 0 2 0 2

7 7 1 7
( 3 3 ) 7[ (2 3 ) ]

5 2 2 5
x y x x x y xc c c c x c c c xδ δ′ ′+ + + = − +

, откуда следует, что у этого уравнения отсутствуют 

решения.  Подставляя  
7

5
y x= −  в первое уравнение 

системы (4.1), получим: 

2 2 2

2 0 0 2 0 0 2 0 2

7 7 1 7
( 3 3 ) 7[ (2 3 ) ]

5 2 2 5
x y x x x y xc c c c x c c c xδ δ′ ′+ + + = − −

. 

Окончательно получим: 

2

0 2 0 2 0 0 2 0
2

2

7
(14 21 ) ( 3 3 )

5
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7
7

5

x y x y x x

x

c c c c c c

x

c

δ δ′ ′− − + +

= <

 

     Таким образом,  единственная          стационарная точка 

исследуемой функции,  существует только в точке {0, 0} . 

Найдем частные производные второго порядка в 

найденной стационарной точке: 

( )

2 2 2

0 0 2 0
0

0
2 2 2 2 2 2

0 0 2 0 2 0 2 0

2 2 2

0 2 0
0

0
2 2 2 2 2 2
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0
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4 4 4 4

3 1
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0 21 1
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1 0 0 2

0 21 1
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2

1 0 0 2

7(3 2 )2
(0,0)
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x
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c c c c
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c c c c
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c c c c

δ

δ

δ

δ
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Составим дискриминант:  

 
2 1 1 1 1

4 2

1 1

4
(0, 0) (0,0) ( (0,0))

xx yy xy

d l a b
D z z z

c c
′′ ′′ ′′= − = −  

При выполнении условия 0D >  в точке {0, 0}  функция 

(7) будет иметь минимум, если 0D < , то он превращается 

в   седловую точку.  Найдем значения параметра 
0δ δ= , 

при которых выполняется неравенство 0D >  . 

2 2

2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 14 2

1 1

2 2 2 2

0 2 0 0 2

4
0 4 0 4

35((3 2 ) ( 3 3 )
y x y x x

d l a b
d l a b c d l a b c

c c

c c c c cδ δ

− > ⇔ − > ⇔ > ⇔

′ ′⇔ − > + +

 

После очевидных преобразований, получим следующее 

неравенство: 

2 2

2 0 2 2 0 03 35(3 2 ) | | ( 3 ) 0
x y x x y x

c c c c c cδ δ′ ′− − + + <      (9)                                                                                     

Правая часть (9) обращается в нуль в следующих точках: 

2

0 2 0 2 2 0 0

1 3 1

2

2

0 2 0 2 2 0 0

2 4 2

2

35(3 2 ) 35(3 2 ) 12 ( 3 )
0,

6

35(3 2 ) 35(3 2 ) 12 ( 3 )
0,

6

y x y x x y x

x

y x y x x y x

x

c c c c c c c

c

c c c c c c c

c

δ δ δ

δ δ δ

′ ′ ′− − − − +
= > = −

′ ′ ′− + − − +
= > = −

 

В случае прямоугольных пластинок с удлинением 8λ = : 

 
0

1 1.5δ ≈ ,
0

2 9.53δ ≈  

Решив неравенство (9), убеждаемся в том, что в 

стационарной точке {0, 0}  возможны следующие случаи: 

1. Если 
1| |δ δ< , то 0D <  и функция (7)  будет иметь 

седловую точку.  

2. Если 
1δ δ>  , то 0D > , 0A >  и  (7)    будет иметь 

минимум.  

3. При  
1δ δ< − ,  0D > , 0A <  и (7)     будет иметь 

максимум. 

     Рассмотрим сначала случай точки типа  «седло». В 

этом случае существует прямая  y kx= , на которой 

достигается максимум. Функция (7) примет вид: 
2

1 1

2 2

1 1 1

( )
( )

a b kx
z x

c d l k x

+
=

+ +
 Если 

1 0a > , или 
1 0δ δ− < < , 

то максимум  ( )z x  равен 1 2(2 3 )x yoa c c δ′= − . Если 

1 0a < , или 
10 δ δ< < , то максимум достигается при 

x → ∞ .  
1

2

1 1

lim ( )
( )x

b k
z x

d l k→∞
=

+
, 

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1

( ) 2
[ ] 0
( ) ( )

k

b k b d l k l b k

d l k d l k

+ −
′ = =

+ +
, откуда 

1

1

7

5

d
k

l
= = . 

07 1 7
( ) 9.68

5 7 5
z = ≈  

      Рассмотрим теперь  случай минимума. В этом случае 

надо найти максимальное значение функции (7) на 

окружности   
2 2

* 0A B Rδ δ+ = − = . Сделаем замену 

переменных: cos , sinA R B Rϕ ϕ= = , подставим ее в 

функцию (7), получим:     

2

1 1

2 2 2 2

1 1 1

1
sin 2

2( )
cos sin

a b R

z
c d R l R

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

+
=

+ +
, где ( )z ϕ  является 

нечетной 2π периодической функцией. Достаточно найти 

ее максимум на отрезке [0 ]π . Изобразим график ( )z ϕ  

для прямоугольных пластинок с удлинением 8λ =  (рис. 

3). Из рисунка  3 убеждаемся в том, что абсолютное 

значение максимума ( )z ϕ  близко к нулю. 

 

Рис.3  график функции ( )z ϕ  

Мы видим, что, при спуске авторотирующего тела, 

оптимизация средней боковой силы по первому 

приближению  с управляющим воздействием ( )δ ϑ   в 

виде гармонического закона  не приводит к 

существенному увеличению абсолютного значения угла 

отклонения от вертикали, а рассмотрение высших 

приближений связано с значительным объемом 

вычислений. Построение закона управления иным 

способом проводилось в [11].  

     Таким образом, аналитический поиск решений 

вызывает затруднения. Значение максимума и 

коэффициентов ,B C , можно  определить численно.  

VI. ОПТИМИЗАЦИЯ УГЛА ОТКЛОНЕНИЯ ОТ 

ВЕРТИКАЛИ ПРИ ПОМОЩИ ЧИСЛЕННЫХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 
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     Задача поиска максимума функции    
0 ( , )B Cγ γ=  может 

быть сведена к  поиску минимума функции  
0 ( , )f B Cγ= − . 

Для минимизации f   будем использовать встроенные 

функции Matlab   fminu  и fminsearth . Эти функции  

реализуют метод скорейшего градиентного спуска и 

симплекс-метод Нелдера - Нида. 

Рассмотрим решение такой задачи: найти минимум 

функции  

2 0 0

2 2 2

0 0 2 0

1
2 ( ) 3

4[ ]
7 5

3 (3 )
4 4

x y

y x x

c BC c

f arctg

c c c B C

γ

γ

′+ −
= −

′ + + + +

 

Введем значения   аэродинамических функций и угла 

перекоса 05δ = .  Такому установочному углу 

соответствует стационарное значение 0

0| | 13.8676γ = . В 

любом вычислительном процессе, использующем 

итерационные методы, необходимо указать начальную 

точку. Пусть в нашем случае этой точкой будет (0.1;0.1). 

Теперь необходимо вызвать функцию  fminu . 

 

del=5

del=del*(pi/180)

hh=(pi*5)/180

s=[1.4 1.38 1.35 1.3 1.25 1.17 1.09 0.99 0.89 0.79 0.71 0.61 0.5 0.4 0.28 0.2 0.11 0.02 0.01

 0.02 0.11 0.2 0.28 0.4 0.5 0.61 0.71 0.79 0.89 0.99 1.09 1.17 1.25 1.3 1.35 1.38 1.4];

p=[0 -0.17 -0.28 -0.4 -0.5 -0.6 -0.65 -0.72 -0.77 -0.81 -0.87 -0.9 -0.87 -0.79 -0.73 -0.75

 -0.78 -0.4 0  0.4 0.78 0.75 0.73 0.79 0.87 0.9 0.87 0.81 0.77 0.72 0.65 0.6 0.5 0.4 0.28 0.17 0];

d1CY0=(p(:,20)-p(:,19))/hh

CX2=0.5*(s(:,20)-s(:,19))/(hh^2)

CX0=s(:,19)

CXDEL=CX0+CX2*del^2

CYDEL=d1CY0*del

d1CXDEL=CX2*del

ga=(d1CXDEL-3*CYDEL)/(d1CY0+3*CXDEL)

%ga=180*ga/pi

A=atan(ga)

global A  d1CY0 CX2 CX0 d1CXDEL  x y p s

x=[2 4]

xminvector = fminu(@minfun1,x);  

после завершения работы программы мы видим, что 

B=-0.04669   C=-0.02446 и  
0| | 0.6366 .радγ =  или 0

0| | 36.4745 γ =  
 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

      Таким образом, мы ввели управляющее воздействие на 

установочный угол пластинок 
0( ) sin cosB Cδ ϑ δ ϑ ϑ= + + , 

провели осреднение правых частей уравнений движения, с 

помощью численных методов провели оптимизацию  угла 

отклонения от вертикали при движении в режиме 

авторотации с управляющим воздействием ( )δ ϑ , что 

позволило увеличить угол отклонения в 3 раза.   
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Optimization of descent axisymmetric windmilling body in the air 

D.V. Belyakov 

 
Abstract - They Are Considered questions of modeling of the lowering autorotations bodyes complex deskside in quasistatic 

to ambience. Existence of the mode autorotations  is shown with minimum vertical forming velocities that allows to use the 

design as system of the lowering. It Is Conducted optimization of the corner of the deflection to velocities of the centre of the 

masses autorotations bodies from vertical. It Is Offered numerical algorithm to optimization with management in the manner 

of harmonic law. 

 

Keywords - the body is a complex configuration, the stationary mode, averaging, law management, optimization 

 

 


