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 

Аннотация—Дробные преобразования Фурье (ДрПФ) 

являются семейством унитарных преобразований 

 






2

0
F . При    / 2  ДрПФ принимает облик 

классического преобразования Фурье (  /2
F F ), при 

    становится инверсным преобразованием 

(  F J ), при  3 / 2  соответствует обратному 

преобразованию Фурье (   3 /2 1
F F ), а при   0  (или 

  2 ) вырождается в тождественное преобразование 

(  0
F I ). Семейство  


F  формирует 

однопараметрическую непрерывную унитарную группу с 

аддитивным умножением    F F F . В 

аналитическом представлении ДрПФ является 

разложением сигнала по базису, состоящему из набора 

сигналов с быстро изменяющейся частотой (ЛЧМ-сигнал, 

или chirp). 

Несмотря на то, что на сегодняшний день ДрПФ нашли 

широкое применение в различных задачах обработки 

сигналов и изображений, проблема совершенствования их 

быстрых алгоритмов остаётся актуальной. Большинство 

из представленных алгоритмов не могут обеспечить 

одновременно высокую точность вычислений и высокое 

быстродействие (сопоставимое с быстрым 

преобразованием Фурье (БПФ)). Целью работы является 

разработка устойчивых быстрых алгоритмов (БА) 

дискретных дробных и четырёх-параметрических 

преобразований Фурье (ДЧППФ) с минимальной 

вычислительной ошибкой. Для этого с помощью метода 

проективной декомпозиции оператора дискретного 

преобразования Фурье (ДПФ) были впервые получены 

аналитические выражения матричных элементов, 

составляющих ядро этих преобразований. Проведенный 

анализ вычислительной сложности полученных 

алгоритмов показывает, что их сложность сопоставима со 

сложностью быстрого преобразования Хартли (БПХ), 

 logO N N ). 

Ключевые слова—Обработка сигналов, дискретное 

преобразование Фурье, дробное преобразование Фурье. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Идея о дробных степенях оператора Фурье появилась в 

математической литературе в работе Е. Кондона 1937г. 

[1]. Позже, в 1961 году В. Баргманн в [2] дал более 

точное определение этого преобразования, основанное 

на многочленах Эрмита.  
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В 1980г Намиас заново открыл ДрПФ [3]. В своей 

работе, посвященной использованию дробного ПФ для 

решения некоторых задач, связанных с квантовым 

гармоническим осциллятором, он представил его 

операционное исчисление. Серьёзное развитие это 

направление получило в 90-е, после ряда публикаций 

Мендловича и Озактаса [4]-[6], которые предложили 

использовать ДрПФ в оптике. Значительный вклад в 

разработку теории дробного преобразования Фурье 

внесли Дикинсон и Штиглиц [7], Пей [8]-[9], Бултхил и 

Мартинез [10], Лабунец [11]-[12]. 

Сегодня ДрПФ находят широкое применения для 

решения различных задач в области обработки сигналов 

и изображений: фильтрации [13]-[14], сжатия [15], 

распознавания образов [16], квантовой механики [17], 

нейронных сетей [18]-[20] и др. [21]. 

 Одной из фундаментальных проблем дискретных 

ДрПФ (ДДрПФ) является разработка быстрых 

алгоритмов их реализации. Озактас в своей работе [22] 

предложил способ вычисления ДрПФ, основанный на 

свёртке сигнала с ЛЧМ-функцией (чирп-функцией) ядра 

ДрПФ, полученной Баргманном в [2], [10], [12]. 

Вычислительная сложность этого преобразования 

совпадает со сложностью быстрого преобразования 

Фурье (БПФ), однако полученное данным способом 

преобразование не является коммутативным и 

инверсным, поэтому оно не подходит для решения 

практических задач [10].  

 Кандан [23], Дикинсон и Штиглиц [7], Грунбаум [24] 

предложили вычислять ДрПФ методом подбора 

коммутирующей с оператором ДПФ трёх-диагональной 

матрицы [25]. Известно [10], [25], что если оператор F  

коммутирует с оператором H  (т.е. выполняется 

FH HF ), то они имеют общий набор собственных 

векторов. Таким образом, задача сводится к построению 

собственных векторов оператора H . Этот метод 

позволяет вычислять спектр ДрПФ с высокой 

точностью, но имеет большую вычислительную 

сложность  2O N [10]. 

 В статье проводится построение ядра ДДрПФ и 

нового дискретного четырёх-параметрического 

преобразования Фурье (ДЧППФ) с помощью 

проективной декомпозиции оператора ДПФ, после чего 

разрабатываются БА их точного вычисления. Показано, 

что вычислительная сложность разработанных 

алгоритмов совпадает со сложностью БПХ (  logO N N , 

совпадает с БПФ). 

Работа построена следующим образом: в секции II 

приведён краткий обзор теории ДрПФ, в секции III 

выполняется проективная декомпозиция оператора 
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ДПФ, секции IV и V посвящены построению ядра и БА 

ДДрПФ и ДЧППФ соответственно.  

II. ДРОБНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Известно [2], что собственными функциями оператора 

преобразования Фурье являются функции Эрмита: 

 
2 /21

( )
2 !

x

n n
n

x H x e
n 

  , (1) 

где    
2 2

1
n

n x x

n n

d
H x e e

dx
   – многочлен Эрмита 

порядка nN , и 

   

   

2

2

1

2π

,

jyx

n n

j n

n n n

x x e dx

y e y















    

   

F
 (2) 

где   2
j nn

n j e


  


  является собственным числом, 

соответствующим n-ой собственной функции. Тогда 

оператор ДПФ имеет следующее собственное 

разложение: 

   

12

2

0

,

j n

j n

n n

n

e

e x y




 



   
   

   

  

U diag U





F

 (3) 

где    0 1| |,...i i    U  – матрица, составленная из 

собственных векторов оператора ДПФ. 

Определение 1. Дробное преобразование Фурье 

получается возведением собственных значений 

оператора ДПФ в степень a : 

   

12

2

0

.

j na
a

j na

n n

n

e

e x y




 



   
   

   

  

U diag U





F

 (4) 

Существует также и  -параметризация, где 

/ 2a  ,  . 

Оператор ДрПФ обладает следующими свойствами: 

1) Периодичность с периодом 4 ( 2  в случае  -

параметризации); 

2) Коммутативность a b b aF F F F ; 

3) Инверсия 1 0Λa a a a    U UF F = F I ; 

4) Сохранение энергии     
22 af x f x= F ; 

5) Согласованность с тождественным оператором 
0 2a  F F I   и оператором ДПФ 
1 /2a    F F F . 

В настоящее время дискретные аналоги функций 

Эрмита (которые являются собственными векторами 

оператора ДПФ) неизвестны [10], [23], [25], поэтому для 

построения ядра ДДрПФ и его быстрого алгоритма 

будет использована техника проективных операторов. 

III. ПРОЕКТИВНАЯ ДЕКОМПОЗИЦИЯ ОПЕРАТОРА ДПФ 

Пусть 

1
2

, 0

N
j nm

N

n m

e
 





 
  
 

F  – оператор ДПФ, размером 

N N . Согласно спектральной теореме для унитарных 

операторов [26] это преобразование можно представить 

в виде суммы проекторов: 
1

0

,
N

k k

k






F P  (5) 

где одномерные проекторы kP  являются 

действительными симметричными (
T

k kP P ), 

идемпотентными (
2

k kP P ), ортогональными ( 0k l P P  

при k l ), инвариантными (
k k kFP P ) операторами. 

Поскольку 
4 F I , то оператор F  имеет четыре 

различных собственных значения, которые являются 

корнями характеристического уравнения 
4 1z  , т.е. 

 2
j k k

k e j


  


 ,  0,1, 2,3k  . Следовательно, 

выражение (5) можно представить следующим образом: 
3

0

0 0 1 1 2 2 3 3

0 1 2 3.

k k

k

j j



   





   

   

F P

P P P P

P P P P

 (6) 

 Найдём выражения проекторов. Для этого 

подействуем F  на правые и левые части выражения (6) 

и запишем результат в матричной форме: 
0

0

1
1

2
2

3
3

1 1 1 1

1 1
.

1 1 1 1

1 1

j j

j j

    
    

     
     
    

       

PF

PF

PF

PF

 (7) 

Откуда  

    2 31

4

k k k

k j j j   P I F F F , (8) 

где I  – единичная матрица. Таким образом  

 

 

0,2

1,3

1
2 ,

4

1
2 ,

4

  

  

P I J C

P I J S

 (9) 

где С  и S  – матрицы дискретного косинусного и 

синусного преобразований (ДКП и ДСП соответственно) 

порядка N , элементы которых  

 
1

,

0

C
1 2

cos

N

n m
mn

NN




  
   

  
 и 

 
1

,

0

S
1 2

sin

N

n m
mn

NN




  
   

  
, 

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 
 
 
 
 
 

J . 

IV. БЫСТРОЕ ДРОБНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Определение 2. ДДрПФ является взвешенной суммой 

четырёх проекторов: 
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2 3
2 2 2

0 1 2 3

j a j a j a
a e e e

  

   F P P P P

  

 (10) 

 Найдем выражение ядра этого преобразования, 

выполнив замену / 2a   и используя (9): 

   

   

 

2 3

0 1 2 3

0

2 3
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1 1
2 2

4 4

1 1
    2 2

4 4

cos cos sin
2 2

    sin .

j j j
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j j
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e e e
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e j e
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 
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 
  

 

 
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I J C I J S

I J

C S

   

 

 

 

 

 




 (11) 

Для построения быстрого алгоритма ДДрПФ 

воспользуемся свойством симметрии матриц ДПФ. 

Известно, что матрицы ДПФ без первого столбца и 

первой строки являются центрально-симметричными. 

Поэтому они приводятся к блочно-диагональному виду 

следующими матрицами соответственно для четного и 

нечётного N : 

1
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где / 2M N  для четного N ,  1 / 2M N   для 

нечетного N , 

. . 1

. .

1 . .

 
 


 
  

I  – антидиагональная 

матрица.  

Прямые вычисления показывают, что 
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1
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
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где – 
[ ]

1M

X
C  и 

[ ]

L

X
S  – матрицы ДКП и ДСП 

соответственно, 1L M   для чётных N  и L M  для 

нечётных N . Поэтому 
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Подставляя (13)–(15) в (12), получаем 
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Отсюда найдём 
F , принимая во внимание, что 
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N N N

L


 

 
  

X

X

C
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S
 – преобразование Хартли: 

 3 /2 cos sin cos sin .
2 2

je j j   
   

    
 

F I J I H  (16) 

Оценим вычислительную алгоритма. Пусть s  – 

вектор сигнальных отсчётов. Тогда его ДрПФ-спектром 

( S ) будет: 

 

 

3 /2

3 /2

cos sin cos sin
2 2

cos sin cos sin
2 2

j

j

S s

e j j s

e j s j s





 

 
     

 

 
      

 

F

I J I H

I J I H

 





 
 

 
 

 

Следовательно, вычисление спектра S  представляет 

собой последовательность следующих операций: 

1) Вычисление суммы единичных матриц 

   cos / 2 sin / 2
N N N

j  I J X   – сложность  O N . 

2) Вычисление произведений cos N N ns i   I  – 

сложность  O N . 

3) Вычисление быстрого БПХ sin N N nj s h   H  – 

сложность  logO N N . Отметим, что пп. 1-3 

выполняются независимо друг от друга, 

следовательно, возможно использование различных 

вариантов оптимизации. 

4) Вычисление суммы векторов 
n n ni h h   – 

сложность  O N .  

5) Вычисление произведения 
N nh X  – сложность 

 O N . 

Таким образом, вычислительная сложность алгоритма 

ДДрПФ совпадает со сложностью наиболее 

вычислительно сложной операции – БПХ [27]: 

         

   

log

log log .

O N O N O N N O N O N

O N N N N N N O N N

    

     
 

V. БЫСТРОЕ ЧЕТЫРЁХ-ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Определение 3. ДЧППФ будем называть следующее 

преобразование: 

  0 1 2 3
0 1 2 3

4 2 3, , , 2 2 2 2
0 1 2 3

j a j a j a j aa a a a
e e e e
   

   F P P P P

   

 (17) 
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 Найдём ядро этого преобразования, используя (9): 
 

   

   

    

  

0 1 2 3 0 31 2
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0 02 2

3 31

, , , 4 32
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4 42 2

3 31 1
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2 2

4 4

1 1
    2 2

4 4

1 1

4 2

1 1
    ( ) .

4 2

j jj j

j j

jj

j jj j

j jj j

e e e e

e e

e e

e e e e

e e e e

  

 



  

  

   

     

     

    

    

F P P P P

I J C I J S

I J C I J S

I J C

I J S

      

 



  

  

 Обозначим 0 24 2j je e
  

  , 0 24 2j je e
  

  , 

31 31 jje e
 

  и 31 31 jje e
 

 . Тогда: 

        0 1 2 3, , , 1
2

4
     F I J I J C S

   
     (18) 

Для построения быстрого алгоритма ДЧППФ 

построим X -представление матрицы 
 0 1 2 3, , ,

F
   

 (11)-

(14): 

 0 1 2 3
1, , ,

[ ]

11

[ ]
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N N N
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



 
   

 
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   

  
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X

X

I
X F X

I
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SI
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







Следовательно: 

      

    

 

0 1 2 3, , , 1

4

1
    

4

1
,

4

   

    

   

F I J

I J H

X X H

   
   

     (17) 

где        X I J    ,        X I J    . 

Вычисление ДЧППФ-спектра сигнала s : 
   

 

 

0 1 2 3 0 1 2 3, , , , , ,

1

4

1

4

S s

s

s s

 

    

     

F

X X H

X X H
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является последовательностью следующих операций: 

1) Вычисление произведения 

    N N N N Ns s      X I J     – сложность 

 O N . 

2)  Вычисление произведения N N Ns  X H , – 

сложность      log logO N N O N O N N  . 

3) Вычисление суммы полученных в п.1 и п.2 векторов 

– сложность  O N . 

Таким образом, вычисление спектра быстрого 

ДЧППФ, как и в случае быстрого ДДрПФ совпадает со 

сложностью БПХ:  

       log logO N O N N O N O N N   . 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье получены аналитические выражения ядерных 

функций ДДрПФ и ДЧППФ, на основе которых 

разрабатываются их быстрые алгоритмы. Полученные 

дискретные преобразования являются коммутативными 

и инверсными, а их БА имеют сложность  logO N N . 

Возможно получить и другие выражения БА, более 

подходящие под конкретную задачу или технологию. 
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Abstract—Fractional Fourier transform (FrFT) is one-

parametric family of unitary transformations  






2

0
F . 

FrFT are usually interpreted as rotations in the time-

frequency plane. In case    / 2  FrFT becomes an ordinary 

Fourier transform (  /2
F F ), in case     we have 

inversion transform (  F J ), for  3 / 2  FrFT 

corresponds to inverse Fourier Transform (   3 /2 1
F F ), 

and for   0  (or   2 ) we have identity transform 

(  0
F I ). The family  


F  forms a one-parameter 

continuous unitary group with additive multiplication 
   F F F . FrFT corresponds to decomposition of a 

signal into linear combination of chirps (or signals in which 

the frequency increases (up-chirp) or decreases (down-chirp) 

with time).  

FrFTs have found wide application in various signal and 

image processing tasks, however the problem of improving 

their fast algorithms remains relevant. In this work we 

develop fast algorithms for discrete fractional and four-

parametric Fourier transforms (FPFT) with minimal 

computational error. For that, we derive kernels for these 

transforms using a method of projective decomposition of the 

discrete Fourier transform operator (DFT). Analysis of 

computational complexity shows that the complexity of 

obtained algorithms is comparable to the fast Hartley 

transform (FHT,  logO N N ). 

 

Keywords—Signal processing, Fourier Transform, Fractional 

Fourier transform 
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