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Аннотация—В статье предлагается метод поиска 

максимального множества кратчайших вершинно-
независимых путей между вершинами графа. Область 
применения метода включает процедуры получения 
оценки устойчивости сети связи, оценки пропускной 
способности направления связи при канальной 
коммутации. Все эти процедуры крайне важны в процессе 
проектирования и/или модернизации сети связи при 
решении задач нахождения резервных путей. 
Необходимость разработки предлагаемого метода 
обусловлена прежде всего технико-экономическими 
факторами, связанными с организацией резервных 
маршрутов на сетях связи. И также продиктована низкой 
эффективностью существующих алгоритмов поиска 
резервных маршрутов, которые основываются на 
алгоритмах нахождения кратчайших путей между 
вершинами графа сети связи. Показано, что задачу поиска 
резервных маршрутов необходимо искать комплексно, а не 
последовательно используя алгоритм нахождения 
кратчайшего пути. Поскольку для сети связи, условно 
говоря, важнее иметь два некратчайших маршрута, 
которые резервируют друг друга, нежели один 
кратчайший, который «убивает» два потенциально 
имеющихся маршрута. А построение резервного маршрута 
– это ресурсоемкое мероприятие в общем случае для сетей 
связи высоких размерностей. Проведена апробация 
предложенного метода нахождения максимального 
множества кратчайших вершинно-независимых путей на 
сетях связи реальных масштабов, которая показала его 
высокую эффективность и возможность использования в 
ресурсоемких задачах, связанных с устойчивостью сети 
связи, а также в задачах распределения потоков и задачах 
маршрутизации. 
 

Ключевые слова— сеть связи, устойчивость, вершинно-
независимые пути. 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В статье рассматривается математический аспект 
проблемы резервирования простых путей в сетях связи, 
а также предлагается конструктивный алгоритм ее 
решения. Актуальность задачи резервирования простых 
путей обусловлена развитием технологии 
проектирования сетей связью. В частности, эта задача 
возникает при необходимости расчета важнейших 
технических характеристик сети связи, к которым 
относится устойчивость и пропускная способность. И 
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эффективное решение подобной задачи особенно важно 
для сетей связи высоких размерностей, поскольку 
неразрывно связано с технико-экономическими 
параметрами сети связи при ее проектировании и/или 
модернизации. 

Проблема резервирования простых путей в сетях 
связи рассматривалась неоднократно в современных 
работах [1-4], поскольку сфера применения решения 
данной задачи резервирования достаточно широка в 
сетях связи. Однако основным недостатком при 
рассмотрении этой проблемы являлось то, что она 
решалась последовательным использованием методов 
поиска кратчайших путей. Для реальных сетей связи, в 
особенности крупномасштабных, это неминуемо 
приведет к неэффективному решению. Например, 
резервный путь не будет найден, тогда как на самом 
деле можно найти два вершинно-независимых простых 
пути между заданными вершинами графа, каждый из 
которых не является кратчайшим. А отсутствие 
резервного пути может являться критическим фактором, 
как в вопросах обеспечения живучести, так и в вопросах 
обеспечения пропуска потоков информации. 

Автором также предпринимались попытки решить 
эту задачу [5,6], в результате которых были 
исследованы основные ее сложности. 

Пример «потери» вершинно-независмого пути с 
использованием классических алгоритмов (Дейкстры [7] 
и тп.) приведен на рис. 1. Здесь очевидным образом 
существуют два независимых пути между вершинами 
u1 и u2. Это:  
1) u1-6-7-8-9-u2 
2) u1-1-2-3-4-5-u2 

Но при использовании классических методов поиска 
кратчайших путей между вершинами графа получим 
всего лишь один путь: u1-6-4-5-u2. 
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Рис. 1 – Пример «потери» резервного пути при 

использовании классических методов поиска 
кратчайших путей между заданными вершинами графа 
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Теоретические моменты, которые могли затрагивать 
так называемые резервные пути, соединяющие две 
несмежные вершины, возникали еще в 20-х годах ХХ-го 
века в связи с теоремой Менгера [8], 
свидетельствующей о том, что наименьшее число 
вершин, разделяющих две несмежные вершины 𝑠 и 𝑡, 
равно наибольшему числу непересекающихся простых 
(𝑠 − 𝑡)-цепей.  

Далее исследование оптимальных множеств вершин 
и ребер (дуг) неориентированного и ориентированного 
графов, разделяющих две несмежные вершины, привело 
к теореме Форда-Фалкерсона о минимальном разрезе и 
максимальном потоке [9], при помощи которой можно 
определить максимальное количество резервных путей. 
Однако сами резервные вершинно-независимые пути 
алгоритм нахождения максимального потока не 
предоставляет. 

Для решения поставленной проблемы введено 
определение максимального множества кратчайших 
вершинно-независимых путей, которое непосредственно 
связано с резервными путями (здесь и в дальнейшем 
речь идет о вершинно-независимых путях). Разработан 
алгоритм нахождения этого множества. Построена 
модель генерации графов для тестирования алгоритма и 
приведены экспериментальные результаты его работы.  
  

II. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ: ОПРЕДЕЛЕНИЯ И 
ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Введем определение максимального множества 
кратчайших вершинно-независимых путей. Сначала 
определим меру (или длину) пути, относительно 
которой будем упорядочивать пути и находить 
кратчайший.  

Мерой (длиной) пути будем считать количество 
вершин пути, не считая начальную и конечную 
вершины. Следовательно, кратчайшим будет путь, 
содержащий наименьшее число вершин от истока до 
стока. 

Далее заметим, что приоритетом для нас является 
наибольшее количество путей от истока до стока, не 
имеющих попарно общих вершин (и, следовательно, 
ребер). 

Таким образом, максимальное множество кратчайших 
вершинно-независимых путей, соединяющих две 
несмежные вершины (назовем их истоком и стоком) – 
это множество, состоящее из попарно 
непересекающихся путей, количество которых 
максимально и при этом суммарная мера этих путей 
минимальна. В частности, на рисунке 1 это множество 
представлено двумя путями: 𝑝1 = {𝑢1, 6,7,8,9,𝑢2}  и 
𝑝1 = {𝑢1, 1,2,3,4,5,𝑢2} . 

Пусть 𝐺 =< 𝑉,𝐸 > −неориентированный граф сети 
связи, описывающий модель сети связи. Здесь 𝑉 =
{𝑣𝑖}𝑖=1,2,..𝑛- множество вершин графа, которые 
моделируют узлы сети связи, 𝐸 = {𝑒𝑖}𝑖=1,2,..𝑚 – 
множество ребер графа, моделирующих линии связи 
сети связи. При этом 𝑒𝑖 = (𝑣1(𝑖), 𝑣2(𝑖)), 𝑣1(𝑖) ∈ 𝑉, 𝑣2(𝑖) ∈
𝑉. Обозначим через 𝑢1 вершину-исток и 𝑢2 вершину-
сток, 𝑢1 ∈ 𝑉, 𝑢2 ∈ 𝑉.  

Путь, точнее, –й путь 𝑝𝑖  (𝑖 ∈ 𝑁), между истоком и 
стоком обозначим как упорядоченное множество 
�𝑢1, 𝑣1(𝑖), 𝑣2(𝑖), . .𝑣𝑛(𝑖),𝑢2�. Заметим, что в рамках 
введенных обозначений длина 𝑖–го пути будет равна 𝑛. 
Функцией 𝑞(𝑝𝑖) обозначим длину пути 𝑝𝑖 . Пусть 
𝑃 = {𝑝𝑖}𝑖=1𝑀 - множество всех возможных путей от истока 
к стоку, в том числе пересекающихся. 

Предположим, между истоком и стоком существует 𝑧 
попарно непересекающихся путей: 

𝑝1 = �𝑢1, 𝑣1(1), 𝑣2(1), . . 𝑣𝑛(1),𝑢2� 
𝑝2 = �𝑢1, 𝑣1(2), 𝑣2(2), . . 𝑣𝑛(2),𝑢2�  (1) 

   …… 
𝑝𝑧 = �𝑢1, 𝑣1(𝑧), 𝑣2(𝑧), . . 𝑣𝑛(𝑧),𝑢2� 

То есть не существует 𝑖 ≥ 1, 𝑖 ∈ 𝑁, и не существует 
𝑗 ≥ 1, 𝑗 ∈ 𝑁 таких, что 𝑣𝑖(...) = 𝑣𝑗(...). Здесь (𝑝1 ∈ 𝑃, 𝑝2 ∈
𝑃, . . 𝑝𝑧 ∈ 𝑃). 

Введем понятие «помеченное ребро» следующим 
образом. Зададим функцию 𝑓 на множестве 𝐸. 

 𝑓(𝑒𝑖) = �
 0, если ребро не отмечено

1,  если ребро отмечено
        (2) 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В рамках введенных обозначений необходимо 

решить следующую минимаксную задачу. 
max 𝑝1∈𝑃,𝑝2∈𝑃,..𝑝𝑧∈𝑃

𝑝𝑖∩𝑝𝑗={𝑢1,𝑢2} ∀𝑖≠𝑗
𝑧         (3)  

min
𝑝1∈𝑃,𝑝2∈𝑃,..𝑝𝑧∈𝑃
𝑝𝑖∩𝑝𝑗={𝑢1,𝑢2} ∀𝑖≠𝑗

∑ 𝑞(𝑝𝑖)𝑧
𝑖=1         (4) 

Другими словами, необходимо найти максимальное 
количество вершинно-непересекающихся кратчайших 
путей (а также сами пути), соединяющих исток и сток.  

 

IV. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 
Для построения алгоритма поиска максимального 

множества кратчайших вершинно-независимых путей 
сначала необходимо на основании неориентированного 
графа 𝐺 построить ориентированный граф �⃗�, сделав 
следующие шаги (назовем это Алгоритмом 1). 
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Рис. 2 – Результат выполнения процедуры 
формирования графа �⃗� на основе графа 𝐺 

Алгоритм 1 
1) Множество вершин графа �⃗� совпадает со 

множеством вершин графа 𝐺. 
2) Полагаем новое множество ориентированных ребер 

𝐸�⃗ = ∅. 
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3) Для каждого ребра 𝑒𝑖 = �𝑣1(𝑖), 𝑣2(𝑖)� , где 𝑒𝑖 ∈ 𝐸, 

𝑖 = 1,2, . .𝑚,  формируем два ориентированных 
ребра 𝑒1(𝑖) = (𝑣1(𝑖), 𝑣2(𝑖)) и 𝑒2(𝑖) = (𝑣2(𝑖), 𝑣1(𝑖)).  

4) 𝐸�⃗ : = 𝐸�⃗ ∪ 𝑒1(𝑖) 
5) 𝐸�⃗ : = 𝐸�⃗ ∪ 𝑒2(𝑖) 
6) Если просмотрели все ребра, то останов. Иначе 

переход на шаг 3. 
В результате вышеизложенной процедуры получаем 

граф, в котором каждое ребро заменяется на два ребра с 
теми же вершинами и противоположной ориентацией 
(см. рис.2).  

Далее проводим непосредственный поиск 
максимального множества вершинно-независимых 
кратчайших путей между вершинами 𝑢1 и 𝑢2, уже 
используя промежуточный ориентированный граф �⃗�. 
Назовем эту совокупность действий Алгоритмом 2. 

Алгоритм 2 
1) Создаем –множество вершинно-независимых 

кратчайших путей между 𝑢1 и 𝑢2, 𝑀: = ∅. 𝑊 – 
множество вершин, образующих эти пути, за 
исключением вершин 𝑢1 и 𝑢2,𝑊: = ∅. 

2) Находим поиском в ширину (алгоритмом Ли [9]) 
кратчайший ориентированный путь между 𝑢1 и 𝑢2 в 
ориентированном графе  �⃗� такой, что все ребра 
пути не являются помеченными. При этом если мы 
при поиске пути попадаем в вершину 𝑞, которая уже 
содержится во множестве 𝑊, то продолжаем поиск 
пути только по дуге, исходящей из вершины 𝑞. 

3) Если путь найден, заносим его во множество 𝑀 , все 
транзитные вершины заносим в множество W и 
переходим на шаг 4. Иначе переход на шаг 6. 

4) Помечаем все ребра найденного пути на 2-м шаге. 
5) Просматриваем все ребра графа. Если какое-либо 

ребро оказывается помеченным одновременно с 
ребром-антагонистом (то есть вершины у этих 
разнонаправленных ребер одинаковы), то из графа  
�⃗� удаляем это ребро вместе с ребром-антагонистом, 
и переходим на шаг 1. Иначе переход на шаг 2. 

6) Останов. 𝑀- максимальное множество найденных 
вершинно-независимых путей между вершинами 𝑢1 
и 𝑢2 в исходном графе 𝐺. 

Таким образом, построен алгоритм, который 
позволяет искать вершинно-независимые пути 
эффективнее, нежели методы на основании алгоритмов 
поиска кратчайших путей. Более того, предложенный 
алгоритм находит максимальное количество вершинно-
независимых кратчайших путей.  

 

V. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕСТОВЫХ ПРИМЕРОВ 
Для моделирования тестовых примеров 

предложенного, а также других алгоритмов, 
используемых при анализе сетей связи, разработано 
специальное программное обеспечение, имеющее 
широкий функциональный спектр, включающий, в том 
числе, верификацию корректности работы алгоритмов. 

На рисунке 3 представлены скриншоты работы 
упомянутого программного обеспечения, на которых 
показаны результаты использования предложенного 
алгоритма.  

  
 

 
 
Рис. 3 – Поиск резервных путей предложенным 

алгоритмом. Демонстрация при помощи специального 
программного обеспечения. 

 
Граф сети связи моделируется случайным образом 

при варьировании установленных параметров. При этом 
для верификации алгоритмов, связанных с поиском 
резервных путей, предложена методика, которая 
позволяет «знать» априорное количество возможных 
резервных путей и тем самым получать достоверный 
показатель эффективности работы предложенного 
алгоритма. Эффективность алгоритма в данном случае 
будем рассматривать как среднее отношение количества 
найденных вершинно-независимых кратчайших путей к 
общему количеству путей. Среднее значение является 
статистически корректным показателем. Это 
обусловлено свойством устойчивости средних, которое 
здесь имеет место в силу обобщенного закона больших 
чисел для зависимых случайных величин (закон 
А.А. Маркова), согласно которому при увеличении 
числа направлений связи усредненное значение 
вероятностей связности будет сходиться по вероятности 
к среднему арифметическому их математических 
ожиданий (см. [10, стр. 294]). Предложенная методика 
генерации вершинно-независимых путей, которая дает 
априорно точное максимальное их количество между 
заданными вершинами, основана на следующих 
действиях: 
1) генерация точек-вершин графа на плоскости (на 
карте) с заданными параметрами, которые определяют 
характер расположения точек; 
2) построение минимального остовного дерева по 
сгенерированным вершинам; 
3) построение дополнительных  𝑘 вершинно-
независимых путей между заданными вершинами с 
оптимизацией длины достраиваемых ребер 
(используется метод, предложенный в [11]). 

Заметим, что в случае использования Процедуры 3, 
генерирующей тестовые примеры, эффективность 
алгоритма будем оценивать как отношение количества 
найденных вершинно-независимых путей к общему 
количеству имеющихся вершинно-независимых путей.  

Кроме того, шаг 3 Процедуры 3 можно также 
использовать и на реальных сетях связи. Проверка 
качества работы предложенного алгоритма тогда 
производится с учетом того, что количество вершинно-
независимых путей на заданном направлении связи, 
определяемом парой вершин, будет не менее двух при 
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условии априорно связанного графа сети связи.  

 

VI. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

В целях увеличения репрезентативности был 
разработан модуль автоматической генерации примеров 
(согласно Процедуре 3) и соответственно поиска 
вершинно-независимых путей между определенными 
истоком и стоком.  

Кроме того, следует отметить, что предложенный 
алгоритм поиска апробирован также на реальных сетях 
связи. Апробация на реальных сетях связи имела 
высокий показатель эффективности поиска по 
сравнению с методами поиска на основании 
модификации алгоритмов нахождения кратчайших 
путей. Исследовались различные информационные 
направления связи. В отличие от сгенерированных 
примеров в случае реальных сетей связи априорно 
неизвестно максимальное количество 
вершинно-независимых путей между заданными 
вершинами. В этом случае рассматривалась разность 
между количеством найденных вершинно-независимых 
путей при помощи разработанного алгоритма 
(Процедура 2) и количеством вершинно-независимых 
путей, найденных при помощи последовательного 
использования алгоритмов кратчайших путей. В 
таблице 1 приведены результаты моделирования, 
позволяющие произвести сравнительную оценку 
результатов поиска с использованием предложенного 
алгоритма и алгоритма на основе методов поиска 
кратчайших путей. Для каждой строки таблицы, 
характеризующей размерность сети связи, проводилась 
серия экспериментов, состоящая из 1000000 
автоматических генераций топологического графа сети 
связи. 

Таблица 1. Сравнительная таблица результатов 
моделирования. Отношение числа найденных 
вершинно-независимых путей к общему числу 
вершинно-независимых путей (среднее значение). 
Разм
ернос
ть 

Использование подхода с 
последовательным 
применением методов 
поиска кратчайшего пути 

Использование 
разработанного 
алгоритма 

100 0.64 1 

1000 0.54 1 

1000

0 

0.38 1 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В статье описан разработанный метод поиска 

максимального множества вершинно-независимых 
кратчайших путей между заданными вершинами в 
графе сети связи, условно разделенный на алгоритмы. 
Метод апробирован на реальных сетях связи, а также на 
репрезентативном количестве смоделированных графов 
сети связи. Результаты моделирования показали 

высокую оценку эффективности предложенного метода. 
В случае, когда алгоритмы поиска вершинно-
независимых путей на основе классических алгоритмов 
поиска кратчайших путей теряют один или более путей, 
разработанный алгоритм демонстрирует эффективный 
поиск.  

Данный результат имеет практическую значимость 
при проектировании и/или модернизации сетей связи, 
поскольку факт обеспечения резервного пути между 
узлами связи чрезвычайно важен, так как качественный 
поиск вершинно-независимых путей позволит 
значительно экономить ресурсы, не достраивая ребра 
(линии связи) для формирования резервного 
независимого пути. Другими словами, экономический 
эффект при качественном поиске достигается за счет 
обеспечения фактора устойчивости (а также возможной 
требуемой пропускной способности при статической 
маршрутизации) направлений связи при отсутствии 
необходимости строительства новых линий связи для 
организации резервного маршрута. 

В последующих публикациях будет приведено 
доказательство того, что предложенный метод 
действительно находит максимальное множество 
вершинно-независимых кратчайших путей, что также 
косвенно подтверждается проведенными 
экспериментами.  

Кроме того, будет доказан факт инвариантности 
искомого множества относительно параметра ∑ 𝑞(𝑝𝑖)𝑧

𝑖=1 , 
то есть суммарное количество транзитных вершин в 
максимальном множестве кратчайших вершинно-
независимых путей графа сети связи от истока к стоку 
будет одинаковым для разных вариаций путей. 
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Abstract— The article proposes a method for finding the 
maximum set of shortest vertex-independent paths between the 
vertices of a graph. The scope of the method includes 
procedures for obtaining an assessment of the stability of the 
communication network, assessing the bandwidth of the 
communication direction during channel switching. All these 
procedures are extremely important in the process of designing 
and/or upgrading a communication network when solving 
problems of finding backup paths. 

The need to develop the proposed method is primarily due 
to technical and economic factors associated with the 
organization of backup routes on communication networks. 
And it is also dictated by the low efficiency of existing 
algorithms for finding backup routes, which are based on 
algorithms for finding the shortest paths between the vertices 
of the communication network graph. 

It is shown that the problem of finding backup routes must 
be searched for comprehensively, and not sequentially using 
the algorithm for finding the shortest path. Because for a 
communication network, relatively speaking, it is more 
important to have two shortest routes that reserve each other 
than one shortest one that "kills" two potentially available 
routes. And building a backup route is a resource–intensive 
event in the general case for high-dimensional communication 
networks. 

The proposed method of finding the maximum set of 
shortest vertex-independent paths on real-scale communication 
networks has been tested, which has shown its high efficiency 
and the possibility of using it in resource-intensive tasks related 
to the stability of the communication network, as well as in 
flow distribution and routing tasks. 

 
Key words—communication network, stability, vertex-

independent paths. 
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