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Полиномиальный алгоритм проверки
выполнения условия морфического образа

расширенного максимального префиксного кода
Б.Ф.Мельников, А.А.Мельникова

Аннотация—Максимальный префиксный код определя-
ется обычным образом – «на основе изложенного в студен-
ческих курсах». Расширенный максимальный префиксный
код – это конечный язык, содержащий некоторый макси-
мальный префиксный код в качестве подмножества (соб-
ственного или несобственного). Также обычным образом
определяются (гомо)морфизмы, и, на их основе, инверсные
морфизмы.
В наших предыдущих публикациях были рассмотрены

бесконечные итерации конечных языков – как омега-язы-
ки. Была сформулирована гипотеза о том, что бесконечные
итерации двух заданных конечных языков совпадают тогда
и только тогда, когда оба этих языка могут быть получены
с помощью следующего алгоритма. Во-первых, выбирается
некоторый новый алфавит; во-вторых, над этим алфавитом
рассматриваются некоторые два расширенных максималь-
ных префиксных кода; в-третьих, к этим двум расши-
ренным максимальным префиксным кодам применяется
некоторый (один и тот же в обоих случаях) морфизм –
переводящий слова над новым алфавитом в слова над ал-
фавитом исходным. При этом полученные морфические об-
разы двух рассматриваемых расширенных максимальных
префиксных кодов должны совпасть с двумя исходными
(заданными) конечными языками.
(Более точно – было сформулировано несколько экви-

валентных вариантов этой гипотезы, а также другая ги-
потеза, представляющая собой менее сильное утверждение,
о котором имеет смысл говорить в случае невыполнения
гипотезы первой.)
В настоящей статье решается задача проверки, может

ли один язык быть получен с помощью подобного алго-
ритма, применённого к некоторому другому языку. Точнее,
недетерминированный алгоритм для такой задачи триви-
ален (и приведён в одной из наших предыдущих публика-
ций) – здесь же мы приводим детерминированный, причём
полиномиальный, алгоритм проверки выполнения этого
условия. Таким образом, рассматриваемую в настоящей
статье задачу можно считать шагом на пути проверки
сформулированной выше гипотезы.
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бинарные отношения, морфизмы, инверсные морфизмы,
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I. ВВЕДЕНИЕ, ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ,
МОТИВАЦИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье мы продолжаем тематику публикаций [1],
[2], [3], [4]. В этих статьях мы исследовали свойства
специального бинарного отношения ⩽|⩾ , впервые рас-
смотренного нами (в несколько иной интерпретации) ещё
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в 1993 г., в [5] – т. н. отношения эквивалентности в
бесконечности. В дальнейших публикациях (некоторые
ссылки будут приведены ниже) мы рассмотрели примеры
применения этого отношения – причём эти примеры
можно разделить на две группы:

• примеры необходимости его выполнения;
• примеры его использования – в различных областях
теории формальных языков, дискретной математики
и абстрактной алгебры.

Мы не стали разделять этот вводный раздел на не-
сколько (как делаем почти всегда) – несмотря на до-
статочно большой его объём. Объяснить это можно так:
для рассматриваемой здесь тематики все «составляющие
части введения» – основные обозначения, мотивация и
постановка задачи – получаются существенно связанны-
ми между собой. Применённое же деление раздела на
подразделы – очень условное.

A. Оновные обозначения, префиксы и морфизмы
Сначала повторим определения бинарного отношения

⩽|⩾ и связанных с ним понятий – близко к [3], [6] и др.
Для заданного конечного алфавита Σ («главного», «ос-

новного») и слова u ∈ Σ∗ над этим алфавитом:
• язык pref(u) определяется как множество префик-
сов слова u (включая несобственный, само u);

• язык opref(u) определяется как множество соб-
ственных префиксов слова u.

Для заданного языка A ⊆ Σ∗

pref(A) =
⋃
u∈A

pref(u) ;

аналогичным образом определяется и язык opref(A).
Если для конечных языков A и B (в наших статьях

они практически всегда рассматриваются над этим «ос-
новным» алфавитом Σ) выполнено условие

(∀u ∈ A∗) (∃ v ∈ B∗) (u ∈ opref(v)),

то будем писать A⩽|B (либо B |⩾A). Если одновременно
выполнены условия A⩽|B и A |⩾B, мы будем писать
A⩽|⩾B.
(Специально отметим ещё раз разницу в обозначениях:

в наших последних статьях с одной стороны, и, с другой
стороны, в [5] и нескольких статьях 1990-х годов. Конеч-
но же, в настоящей статье мы будем применять только
обозначения, приведённые в этом разделе.)
Далее считаем, что все рассматриваемые языки – непу-

стые и не содержащие ε. (Если иного не сказано в их
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определениях – явно или неявно; а «неявно» – это, на-
пример, в случае задания языка как итерации некоторого
другого.)
Для некоторого языка

A ∈ Σ∗, A = {u1, u2, . . . un }

мы рассматриваем алфавит

∆A = {d1, d2, . . . dn }

(причём если это не вызывает неоднозначностей, мы
обычно пишем просто ∆), а для последнего – рассмат-
риваем морфизм

hA : ∆∗
A → Σ∗,

задающийся следующим образом 1:

hA(d1) = u1 , hA(d2) = u2 , . . . , hA(dn) = un .

Если A не обладает свойством префикса, то опреде-
лённый здесь морфизм также будем называть непрефикс-
ным 2.

B. Инверсные морфизмы и (расширенные) максимальные
префиксные коды
Предмет настоящей статьи связан с более важной и

более сложной задачей (более сложной, чем построение
морфизма) – задачей построения инверсного морфизма.
Мы её начали рассматривать в [6], [7], [8] (три части
одной статьи) – и с возможным названием этой более
сложной задачи совпадает подзаголовок одной из проци-
тированных здесь частей. Отметим, что кратко эта задача
была рассмотрена ещё в [9] (1995 г.).
Сформулируем условие этой более сложной задачи

подробнее.
Сначала – такое естественное определение 3. Для за-

данных конечного языка A, морфизма hA и некоторого
слова u ∈ Σ∗ рассмотрим язык 4

h−1
A (u) =

{
u∆ ∈ ∆∗ ∣∣hA(u∆) = u

}
;

специально подчеркнём, что определённое понятие яв-
ляется множеством. Ту же самую конструкцию можно
рассматривать и для некоторого языка (вместо слова u;
пусть это язык B) – причём нас будут интересовать
только конечные языки. А именно:

h−1
A (B) =

⋃
u∈B

h−1
A (u).

Теперь рассмотрим другое определение, не связанное
с предыдущим. В нём «основной» алфавит – ∆. Над
этим алфавитом множество максимальных префиксных
кодов – как множество языков – во многих наших преды-
дущих работах обозначалось mp(∆).
(Само определение «одного» максимального префикс-

ного кода – также как некоторого языка – мы приводить

1 Неточностей во вводимых обозначениях нет, см. подробнее преды-
дущие публикации. Там же см. немного более подробное описание
обозначений.

2 Как правило, нас интересуют именно такие морфизмы.
3 Во введении мы определения не нумеруем, посколько они приведе-

ны в наших предыдущих публикациях. При этом нередко – существен-
но более подробно, с примерами и т. п.

4 Состоящий, вообще говоря, не из одного, а из нескольких слов –
а, возможно, являющийся пустым языком.

не будем. Можно сказать, что это – код, который является
максимальным и префиксным; на самом деле, этого бу-
дет достаточно, поскольку все эти понятия – из «студен-
ческих курсов», т. е. в самóм названии уже содержится
определение. Однако, с другой стороны, всё не столь
тривиально – см. некоторые комментарии, включающие
определение кодового индекса, в [6]. И там же, в [6],
приведён простейший недетерминированный алгоритм
получения любого максимального префиксного кода над
заданным алфавитом – причём этот алгоритм можно рас-
сматривать как ещё одно альтернативное определение.)
А множество языков, каждый из которых содержит

некоторый максимальный префиксный код в качестве
подмножества (возможно, несобственного), обозначает-
ся mp+(∆). Таким образом,

mp(∆) ⊂ mp+(∆),

причём, конечно, для любого алфавита включение соб-
ственное. Мы будем называть каждый из таких языков
расширенным максимальным префиксным кодом 5,6.
Вернёмся к рассмотрению «основного» алфавита, т. е.

Σ, а также морфизмов вида

hA : ∆∗
A → Σ∗.

Пусть у нас есть некоторый язык

A∆ ∈ mp(∆);

тогда будем считать, что выполнено условие

hA(A∆) ∈ mp(A)

(мы таким образом определяем множество языков
mp(A) над рассматриваемым алфавитом Σ). Аналогично,
для некоторого языка

A∆ ∈ mp+(∆)

будем считать, что

hA(A∆) ∈ mp+(A).

Таким образом:
• mp+(∆) – это множество языков, каждый из кото-
рых содержит в качестве подмножества некоторый
максимальный префиксный код над алфавитом ∆;

• mp+(A) – это множество языков, каждый из ко-
торых является A-морфизмом некоторого языка из
множества mp+(A); т. е. каждый из таких язы-
ков – специальный морфизм некоторого расширен-
ного максимального префиксного кода.

Важно отметить, что в [6], [7], [8] приведены недетер-
минированные бесконечные алгоритмы построения всех
языков множеств mp(∆) и mp+(∆) – однако, конечно,
эти алгоритмы не являются такими, которые могут удо-
влетворять заголовку настоящей статьи, т. е. её предмету.
К описанию предмета мы сейчас и переходим.

5 Несмотря на приведённые в этом определении слова «содержит
в качестве подмножества» – конечно, не любой язык можно назвать
расширенным максимальным префиксным кодом над заданным алфа-
витом. Тривиальный пример – ∆ = {a, b }, а язык {a}. Этот язык дей-
ствительно был бы расширенным максимальным префиксным кодом (и
даже просто максимальным префиксным кодом) – но над алфавитом из
одной буквы, а не над таким ∆.

6 Термин «расширенный» введён нами. Он представляется более
удачным, чем близкое по смыслу слово «дополненный».
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C. Собственно постановка задачи
Итак, как следует из названия статьи, мы описываем

детерминированный полиномиальный алгоритм провер-
ки выполнения условия морфического образа расширен-
ного максимального префиксного кода – то есть проверки
условия A ∈ mp+(B) для заданных непустых конечных
языков A,B ⊆ Σ∗. Этот алгоритм можно считать од-
ной из важных вспомогательных задач для исследования
сформулированного выше отошения ⩽|⩾ на множестве
непустых конечных языков.
Но, конечно, приведённая в предыдущем абзаце по-

становка задачи – очень краткая. Поэтому повторим (с
некоторыми дополнениями) тот вариант постановки за-
дачи, который был приведён в расширенной аннотации.
Такое более полное описание постановки основано на
рассмотренных в предыдущем подразделе определениях
максимальных префиксных кодов, морфизмов и инверс-
ных морфизмов.
В наших предыдущих публикациях были рассмотрены

бесконечные итерации конечных языков – как омега-
языки. При этом бесконечные итерации двух заданных
конечных языков A и B совпадают тогда и только тогда,
когда для них выполняется описанное выше бинарное
отношение ⩽|⩾ :

Aω = Bω тогда и только тогда, когда A⩽|⩾B

Была сформулирована гипотеза о том, что это происходит
тогда и только тогда, когда оба этих языка могут быть
получены с помощью следующего алгоритма:

• во-первых, выбирается некоторый 7 новый конеч-
ный алфавит;

• во-вторых, над этим алфавитом рассматриваются
некоторые два расширенных максимальных пре-
фиксных кода;

• в-третьих, к этим двум расширенным максимальным
префиксным кодам применяется некоторый (причём
обязательно один и тот же в обоих случаях) мор-
физм – переводящий слова над новым алфавитом в
слова над алфавитом исходным.

При этом полученные морфические образы двух рас-
сматриваемых расширенных максимальных префиксных
кодов должны совпасть с двумя исходными конечными
языками.
(Более точно. В предыдущих работах было сформу-

лировано несколько эквивалентных вариантов этой ги-
потезы – и, кроме того, также была сформулирована
другая гипотеза, представляющая собой менее сильное
утверждение, о котором имеет смысл говорить в случае
невыполнения гипотезы первой. В [8, разд. XIV] эти ги-
потезы были обобщены: это эквивалентные между собой
варианты первой гипотезы, обозначенные (Ξ\/ ), (Ξ\/ ′), (Ξ\/ ′′)
и (Ξ\/ ′′′), а также менее сильная – но при этом более слож-
ная для формулировки – вторая гипотеза, обозначенная
(Ξ\/Ξ\/ ).)

7 При кратком описании этого алгоритма слово «некоторый» упо-
требляется часто – и выделяется курсивом; аналогично – слова «могут
быть получены», см. выше. Это связано с тем, что мы заранее не мо-
жем знать, какой именно объект (какое именно отображение) должно
применяться.
Алгоритмы определения (построения) таких конкретных объектов

(конкретных отображений) – это, по большому счёту, и есть комплекс
задач, рассматриваемых в наших публикациях по этой тематике.

Вернёмся к подробному описанию постановки задачи.
В настоящей статье решается задача проверки, может
ли один язык быть получен с помощью подобного алго-
ритма, применённого к некоторому другому языку. Ещё
точнее – поскольку недетерминированный алгоритм для
такой задачи тривиален (он также был приведён в одной
из наших предыдущих публикаций, [7, разд. XII] 8) –
здесь мы приводим детерминированный, причём полино-
миальный, алгоритм проверки выполнения этого условия.
Таким образом, рассматриваемую в настоящей статье
задачу можно считать шагом на пути проверки сформу-
лированной гипотезы.

D. Мотивация
Итак, в настоящей статье мы продолжаем темати-

ку, связанную со специальным бинарным отношением
на множестве формальных языков (рассматриваемом в
первую очередь на множестве итераций непустых ко-
нечных языков) – т. н. отношением эквивалентности в
бесконечности. Выше мы также сформулировали более
простое бинарное отношение на множестве языков –
т. н. отношение покрытия, двойное применение которого
равносильно применению отношения эквивалентности
в бесконечности. В предыдущих публикациях мы рас-
смотатривали алгоритм проверки выполнения отношения
покрытия, а также определили вспомогательные объек-
ты, используемые для доказательства корректности этого
алгоритма. С одним из подобных объектов – а имен-
но, с расширенным максимальным префиксным кодом,
точнее, с бесконечным множеством таких кодов, – мы и
работаем в настоящей статье.
Также в предыдущих публикациях (прежде всего – в

[1], [2]) мы определили ещё один вид таких объектов,
т. н. бесконечные итерационные деревья. После этого мы
объединили эквивалентные вершины этих деревьев (эк-
вивалентность вершин рассматривается на основе опре-
деления таких деревьев) – фактически получая при этом
детерминированный конечный автомат.
Сначала мы определяем именно такой конкретный ав-

томат для двух заданных конечных языков (подлежащих
проверке на выполнение отношения ⩽|⩾ ) – т. н. автомат
PRI; он, как уже было отмечено, детерминированный,
определён на множествах слов – и каждое из этих
множеств является подмножеством множества префик-
сов второго из заданных языков 9.
После этого мы определяем соответствующие такому

автомату несколько вариантов специальных недетерми-
нированных автоматов, фактически описывающих по-
строение заданного итерационного дерева морфизма. Мы
вводим совершенно иной объект – т. н. автомат NSPRI,
– который также описывает построение итерационного
дерева морфизма, но определён не на конечных множе-
ствах слов (конечных языках), а на (отдельных) словах.
(Подробнее про автоматы NSPRI и PRI см. в [3], [4], [10]
и др.)
Название настоящей статьи начинается со слов «по-

линомиальный алгоритм» – поэтому скажем немного о

8 Более того, приведённый там недетерминированный алгоритм ре-
шает более сложную задачу – к ней мы вернёмся в заключении.

9 Возможен также вариант, когда вместо множества префиксов ис-
пользуется множество суффиксов.
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полиномиальности другого, связанного алгоритма, опи-
санного нами в [11]. Основная идея доказательства того
факта, что алгоритм построения конечного автомата
для проверки равенства бесконечных итераций двух ко-
нечных языков полиномиален, такова. Естественным яв-
ляется построение для этой задачи детерминированного
автомата – каждое состояние которого описывает целое
множество возможных префиксов, оставшихся от раз-
личных разложений слова – т. е. разложений морфизма
итерации первого заданного конечного языка по словам
второго заданного конечного языка. Однако при этом мы
работаем с множеством множеств возможных префик-
сов – что полиномиальность алгоритма делает невозмож-
ным. Поэтому мы строим недетерминированный авто-
мат – определённый просто на множестве возможных
префиксов 10. При этом возникает вопрос – когда именно
этот автомат даёт положительный результат. Мы решаем
эту проблему тем, что требуем, чтобы получающийся
недетерминированный автомат являлся бы аналогом всю-
ду определённого детерминированного автомата 11.
(При этом условие того, что недетерминированный

автомат является аналогом всюду определённого детер-
минированного автомата, за полиномиальное время про-
верить невозможно – см. подробнее [11]. Однако именно
невозможность подобной проверки может дать доказа-
тельство невозможности проверки за полиномиальное
время и условия выполнения отношения ⩽|⩾ для двух
заданных конечных языков.)
В ближайшем будущем мы предполагаем опублико-

вать специальную статью, посвящённую именно моти-
вации к рассмотрению задач, связанных с алгоритмами
проверки бинарного отношения ⩽|⩾ .

E. Содержание статьи по разделам
Существенная часть статьи относится к подразделам

настоящего раздела. В оставшейся её части мы рассмот-
рим:

• сам основной алгоритм статьи (раздел II) – при этом
приведена также блок-схема алгорима;

• доказательство корректности этого алгоритма, в том
числе его полиномиальности (раздел III) – впро-
чем, стоит отметить, что все эти доказательства
несложные, и их можно считать просто следствиями
описания алгоритма;

• а также небольшое заключение (раздел IV), в кото-
ром приведены только самые основные возможные
направления дальнейших работ по рассматриваемой
тематике.

II. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА
Здесь мы приводим формальное описание основного

алгоритма настоящей статьи; его блок-схема приведена
на рис. 1.

Алгоритм II.1. Проверка условия морфического обра-
за расширенного максимального префиксного кода.

10 Повторим ещё раз, что не на множестве подмножеств таких
возможных префиксов.

11 Определение такого «аналога» очевидно. Если говорить нефор-
мально – должны быть заполнены все клетки таблицы, описывающей
граф переходов (transition function) рассматриваемого недетерминиро-
ванного автомата.

Вход: конечные языки A,B ⊆ Σ∗, причём

A ̸= ∅, A ̸ ∋ ε, B ̸= ∅ и B ̸ ∋ ε.

Выход:
• true – если A ∈ mp+(B);
• false – в противном случае.

Метод.

Шаг 0. Инициализация:
• создать изменяемое в процессе работы алгоритма
множество слов requiritur, при инициализации
полагаем

requiritur := {ε};

• создать изменяемое в процессе работы алгоритма
множество слов probabile, при инициализации
полагаем

probabile := ∅;

• создать изменяемое в процессе работы алгоритма
множество слов discursum 12, при инициализации
полагаем

discursum := ∅.

Шаг 1. Если requiritur = ∅, то переход на шаг 12
(для окончания работы алгоритма).

Шаг 2. (Здесь requiritur ̸= ∅.)
Если при этом

requiritur ∩ pref(A) ̸= ∅,

то выход из алгоритма с ответом false.

Шаг 3. Рассмотрим множество

tempore := (requiritur ∪ probabile) ∩ pref(A) ;

про него отметим следующее:
• оно заведомо непустое 13;
• при будущих выполнениях этого шага оно будет,
вообще говоря, иным.

Шаг 4. Если tempore ⊆ discursum, то переход на
шаг 12 (для окончания работы алгоритма).

Шаг 5. (Здесь tempore \discursum ̸= ∅.)
Среди слов множества tempore \discursum выбира-
ем минимальное по длине (если таковых несколько – то
выбираем любое из них); пусть это – слово u.

Шаг 6. discursum : + u

(т. е. добавляем u в это множество).

Шаг 7. Если u /∈ requiritur, то переход на шаг 11.

Шаг 8. (Здесь u ∈ requiritur.)
Если при этом также u ∈ A, то выполняем следующие
действия:

• requiritur : − u

(т. е. удаляем u из этого множества);

12 В процессе работы алгоритма в это множество слова только до-
бавляются.

13 Действительно, мы знаем, что requiritur ̸= ∅. При этом в
requiritur нет слов, не принадлежащих pref(A). Значит, в одном
лишь requiritur (даже не рассматривая probabile) хотя бы одно
слово из множества pref(A) имеется.
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Рис. 1. Блок-схема основного алгоритма.
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• probabile : + u

(т. е. добавляем u в это множество);
• переход на шаг 1.
Шаг 9. (Здесь u ∈ requiritur и u /∈ A.)

Если при этом u /∈ pref(A), то выход из алгоритма с
ответом false.
Шаг 10. (Здесь u ∈ requiritur и u ∈ opref(A).)

Выполняем следующие действия:
• requiritur : − u

(т. е. удаляем u из этого множества);
• если u ∈ A, то probabile : + u

(т. е. добавляем u в это множество);
• иначе (т. е. если u /∈ A) для каждого v ∈ B

requiritur : + u · v

(т. е. добавляем в это множество каждое из слов
u · v) 14;

• переход на шаг 2 15.
Шаг 11. (Здесь u ∈ probabile.)

Выполняем следующие действия:
• для каждого v ∈ B добавляем

probabile : + u · v

(т. е. добавляем в это множество каждое из не вхо-
дящих в requiritur слов u · v);

• переход на шаг 2 16.

Шаг 12. Выход из алгоритма с ответом

probabile ⊇ A

(т. е. true будет ответом тогда и только тогда, когда все
слова исходного языка A помечены как probabile).

Конец описания алгоритма.

III. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО КОРРЕКТНОСТИ
АЛГОРИТМА

Утверждение 1: На любом этапе выполнения алгорит-
ма II.1 для любого входящего в множество requiritur
слова u ∈ Σ∗ выполнено следующее:

• u ∈ B∗ 17;
• при наличии нетривиальных представлений u в виде
конкатенаций слов из B∗ – т. е. представлений вида

u = v1v2 . . . vk ,

где v1, v2, . . . , vk ∈ B, причём k ⩾ 2, −
(1)

среди них существует по крайней мере одно такое
представление (пусть далее именно оно и обозначе-
но (1)), для которого выполнено следующее:

(∀ j : 1 ⩽ j < k) (v1v2 . . . vj /∈ A).

14 Понятно, что такое добавление – основное действие, причём, по-
видимому, не только шага 10, но и всего описываемого алгоритма.
По этой же причине (описывается основное действие) мы не стали

разделять этот шаг на несколько – а использовали запись, содержащую
подшаги. Аналогично – на рис. 1.

15 В рассматриваемой здесь ситуации можно строго доказать, что
requiritur ̸= ∅, поэтому возвращаться на шаг 1 необязательно.

16 См. предыдущую сноску.
17 Отметим, что с формальной точки зрения этот пункт опускать

нельзя – поскольку нетривиальных представлений (см. следующий
пункт) может вообще не существовать.

Доказательство. Вначале заметим, что «для удобства
использования» мы сформулировали утверждение для
подобных нетривиальных представлений слова – то есть
входящие в множество requiritur

• как слово ε,
• так и слова множества B

в строгом и полном доказательстве требуют особого рас-
смотрения.
Результат этого рассмотрения является базой индук-

ции – которую, как несложно видеть, мы можем фак-
тически провести не по словам языка Σ∗, а по словам
языка ∆∗ 18. А шаг индукции – это шаг 10 алгоритма:
поскольку слова в множество requiritur добавляются
(«конкатенируются») только на нём и только для u /∈ A,
то и условие, аналогичное (1), будет выполняться для
большего значения k (т. е. k+ 1 вместо k).
Конец доказательства утверждения.

Утверждение 2: Если выполнено 19 проверяемое в ал-
горитме условие A ∈ mp+(B), то на любом этапе выпол-
нения для любого входящего в множество requiritur
слова u ∈ Σ∗ существует некоторый язык Q ∈ mp(B),
такой что

{u } ·Q ⊆ A.

Доказательство также проводится индукцией по дли-
не слова в (подразумеваемом) алфавите ∆. База индук-
ции – это слово ε над алфавитом ∆, соответствующее его
морфическому образу, слову ε над алфавитом Σ. Для ε

требуемое условие выполняется согласно формулировки
утверждения, в этом случае требуемый язык Q – это то
подмножество A ∈ mp+(Σ), которое входит в множе-
ство языков mp(Σ) (а такое подмножество имеется по
определению множества языков mp+(Σ)).
А шаг индукции следует из:
• несложного свойства максимальных префиксных ко-
дов, заключающегося в том, что множество суффик-
сов любого слова, являющегося собственным пре-
фиксом какого-либо слóва, входящего в максималь-
ных префиксный код 20, само образует максималь-
ных префиксный код; выполнение этого свойства
следует, например, из теории, приведённой в [12],
[13] 21;

• а также описания шага 10 рассматриваемого алго-
ритма: на этом шаге мы заменяем слово, дописывая
все возможные элементы языка B, т. е., с точки зре-
ния инверсного морфизма и алфавита ∆, рассматри-
ваем все варианты слóва – прообраза u (входящего
в рассматриваемый максимальный префиксный код,
элемент множества языков mp(∆)) с приписанными
справа всеми буквами из ∆.

18 Немного точнее – по их морфическим образам в Σ∗.
19Может, точнее сказать «если будет выполнено»? Ведь алгоритм

описывается именно для проверки этого условия.
20 Конечно же, нескольких таких слов – при мощности алфавита

|∆| ⩾ 2.
21 То, что префикс является собственным, – не является обязательным

с точки зрения этой теории, однако важно для наших построений.
А возможность рассматривать в данном случае именно собственные

префиксы можно считать следствием утверждения 1: хотя бы одно
представления рассматриваемого слова u в виде конкатенации слов
языка B не имеет в качестве собственного префикса – причём такого,
который совпадает с конкатенацией меньшего числа этих слов, –
некоторого слова «проверяемого» языка A.
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(При этом важно отметить, что требуемый прообраз
рассматриваемого слова u существует – например, вслед-
ствие утверждения 1.)
Конец доказательства утверждения.

Утверждение 3: На любом этапе выполнения алгорит-
ма II.1 для любого входящего в множество probabile
слова u ∈ Σ∗ выполнено следующее 22:

• u ∈ B∗;
• для каждого из представлений u в виде конкатена-
ций слов из B∗ – т. е. представления вида

u = v1v2 . . . vk , где v1, v2, . . . , vk ∈ B −

выполнено следующее:

(∃ j : 1 ⩽ j ⩽ k) (v1v2 . . . vj ∈ A). (2)

Доказательство. Рассмотрим ситуации добавления
слов в множество probabile.
Во-первых, «перевод» слов в множество probabile

из множества requiritur осуществляется (только) на
шагах 8 и 10 – и в обеих этих ситуациях условие
u ∈ A даёт приведённое в формулировке утверждения
представление для probabile, позволяющее считать
выполненным условие (2).
Во-вторых, собственно добавления слов в множество

probabile (без описанного выше «перевода») осу-
ществляется только на шаге 11; он выполняется для
u ∈ probabile, что, также на основе формулировки
утверждения, позволяет считать выполненным условие
(2) уже для каждого слова вида u · v.
Конец доказательства утверждения.

Утверждение 4: Алгоритм II.1 – полиномиально-вре-
менной относительно общей суммарной длины слов язы-
ка A ∪ B.

Схема доказательства. Каждый из описанных выше
шагов алгоритма (и их подшагов) представляет собой
тривиальный вспомогательный алгоритм, выполняемый
за полиномиальное время 23.
Общее число шагов алгоритма не превышает чис-

ла слов языка pref(A) – поскольку после обработки
каждое такое слово на шаге 6 заносится в множество
discursum, и, на основе проверки на шаге 5 (в нём
мы рассматриваем язык tempore \discursum, т. е. без
слов последнего множества), повторной обработки ника-
кого слова произведено быть не может.
При этом, как несложно убедиться на основе элемен-

тарной математики, при задании некоторого n ∈ N как
общей суммарной длины слов некоторого (незаданного)
языка число возможных префиксов слов этого языка не
превышает n – т. е. полиномиально; это даёт полиноми-
альность всего алгоритма.
Конец доказательства утверждения.

Объединяя утверждения 1 – 4, мы получаем следую-
щую теорему.

22 Ср. с формулировкой утверждения 1.
23 Строго в этом можно убедиться, рассмотрев соответствующие

компьютерные программы. Конечно, мы этого делать не будем: во-
первых, все такие программы очень просты, а во-вторых, их слишком
много.

Теорема 1: Алгоритм II.1 определяет, выполнено ли
условие A ∈ mp+(B) – для заданных конечных языков
A,B ∈ Σ∗. Он является полиномиально-временны́м ал-
горитмом – относительно общей суммарной длины слов
языка A ∪ B.

Доказательство. Если условие A ⊆ B∗ не выполнено,
то также не может быть выполнено и условие A ⊆
probabile – и этот факт мы обнаружим на шаге 12 24,
т. е. мы обязательно выйдем из алгоритма с нужным нам
отрицательным ответом. Поэтому далее будем считать,
что A ⊆ B∗.
В процессе работы алгоритма мы рассматриваем все

слова языка
pref(A) ∩ B∗ −

и, следовательно, если A ∈ mp+(B), то и все слова
языка A. Каждое из этих слов (слов языка A), согласно
утверждениям 2 и 3, будет в процессе работы алгоритма
включено в множество probabile, следовательно, мы
завершим работу с ответом true тогда и только тогда,
когда при этом не останется нерассмотренных слов в те-
кущем варианте множества requiritur. Очевидно, что
отсутствие подобных слов по определениям морфизма
и расширенного максимального префиксного кода даёт
нужное нам условие A ∈ mp+(B).
И, согласно утверждению 4, все эти действия выпол-

няются за полиномиальное время относительно общей
суммарной длины слов языка A ∪ B.
Конец доказательства теоремы.

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Среди направлений дальнейших работ приведём толь-
ко два самых основных 25

Во-первых, необходимо описать полиномиальный ал-
горитм, решающий задачу построения языка h−1

A (B),
т. е. алгоритм, строящий язык – инверсный морфизм для
некоторого заданного конечного языка. (Эта задача уже
была кратко сформулирована выше, в сноске 8; она там
была названа «более сложной задачей».)
Во-вторых – и это, по-видимому, более важно – среди

всех возможных вариантов таких инверсных морфизмов
нужно построить – причём также, по возможности, за
полиномиальное время – выбираемый по некоторому
«естественному» количественному критерию оптималь-
ный инверсный морфизм. Таким критерием может быть,
например, суммарная длина слов морфического образа (в
приведённом во введении определении это – суммарная
длина слов языка A).
Конечно же, последняя задача не является тривиаль-

ной – что может быть продемонстрировано следующим
очень простым примером. Пусть рассматривается даже
не «сложный язык» (т. е. язык изmp+(A) для некоторого
непрефиксного языка A), а нужный нас язык «с двумя
одновременными упрощениями»:

• mp – вместо mp+,

24 Даже если туда попадём. Если же не попадём – то всё очевидно,
будет необходимый ответ false.

25 Напомним, что в ближайшее время мы предполагаем опубликовать
специальную статью, посвящённую именно мотивации к исследованию
рассмотренных здесь задач.
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• Σ (как множество 1-буквенных слов, а не как алфа-
вит) – вместо некоторого, вообще говоря непрефикс-
ного, A ⊆ Σ∗,

т. е. просто язык из множества mp(Σ). Например – рас-
смотрим язык

{a, ba, bb } для Σ = {a, b } .

Тогда кроме очевидного морфизма, соответствующего
максимальному префиксному коду

{ 0, 10, 11 } над ∆ = { 0, 1 } ,

где h(0) = a, h(1) = b,

можно рассматривать и морфизм

{ 0, 1, 2 } над ∆ = { 0, 1, 2 } ,

где h(0) = a, h(1) = ba, h(2) = bb;

конечно же, рассматривая инверсные морфизмы, постро-
енные для этих морфизмов, в обоих случаях обозначен-
ных h, второй вариант вряд ли можно назвать оптималь-
ным.
Стóит также отметить, что вторую из сформулиро-

ванных задач действительно можно рассматривать как
отдельную – а не только как продолжение первой: для
каждого возможного выбранного критерия необходимо
описать соответствующий алгоритм выбора такого мор-
физма. (В [6] было отмечено, что все «естественные»
критерии дают практически одинаковые частичные по-
рядки – но, конечно, разные критерии могут давать
разные алгоритмы выбора морфизма.)
Понятно, что эти задачи – существенно более слож-

ные, чем задача, рассмотренная в настоящей статье:
язык, обычно обозначаемый B, в них не задан, и тре-
буется, среди прочего, его построить. И важно отметить,
что краткие варианты формулировок этих задач, а также
некоторый подходы к их решению, были приведены в
трёх частях статьи [6], [7], [8].
Кроме этого, нужно описать полиномиальный алго-

ритм, решающий задачу построения языка h−1
A (B), т. е.

алгоритм, строящий язык – инверсный морфизм для
некоторого заданного конечного языка. (Эта задача была
сформулирована выше в сноске 8, где названа «более
сложной».)
А в самом конце описания направлений дальнейших

работ напомним приведённый выше текст, связанный с
автоматом PRI. Мы отмечали, что он определён на со-
стояниях, являющихся подмножествами множества пре-
фиксов второго из заданных для его определения языков
(обычно обозначавшегося в наших предыдущих публи-
кациях B). При этом в сноске мы написали, что возмо-
жен также вариант, когда вместо множества префиксов
используется множество суффиксов (этого же языка).
К более подробному рассмотрению этих вопросов мы
предполагаем вернуться в одной из наших ближайших
публикаций. А именно, расматривая все возможные ва-
рианты первого из заданных для определения автомата
PRI языков 26, можно свести большинство рассматривав-
шихся нами задач к таким ситуациям, когда оба заданных

26 В наших предыдущих публикациях он обычно обозначался A.
При этом важно отметить, что слова такого языка A можно ограни-

чить по длине – возможность такого ограничения следует из приведён-
ного в наших предыдущих публикациях описания функции переходов
автомата PRI.

для определения автомата PRI языка (A и B) совпадают.
Отметим, что в примерах предыдущих статей мы уже
рассматривали несколько таких ситуаций ([10] и др.).
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A polynomial algorithm for checking
the fulfillment of the condition

of the morphic image
of the extended maximal prefix code

Boris Melnikov, Aleksandra Melnikova

Abstract—The maximum prefix code is defined in the usual
way, “based on the things stated in the student courses”. An
extended maximum prefix code is a finite language containing
some maximum prefix code as a subset (proper or improper
one). Also the (homo)morphism is defined in the usual way,
and, based on it, the inverse morphism does.
In our previous publications, infinite iterations of finite

languages as om−languages have been considered. A hypothesis
was formulated that infinite iterations of two given finite
languages coincide if and only if both of these languages can
be obtained using the following algorithm. First, some new
alphabet is selected; secondly, some two extended maximal
prefix codes are considered over this alphabet; third, to these
two extended maximal prefix codes, some morphism is applied
(the same in both cases), which translates words over the
new alphabet into words over the original alphabet. At the
same time, the obtained morphic images of the two considered
extended maximal prefix codes should coincide with the two
given finite languages.
(More precisely, some equivalent versions of this hypothesis

have been formulated, as well as another hypothesis, which has
a less strong statement, but which makes sense to talk about if
the first hypothesis is not fulfilled.)
This paper solves the problem of checking whether one

language can be obtained using a similar algorithm applied
to some other language. More precisely, a non-deterministic
algorithm for such a problem is trivial, and was given in one
of our previous publications; here we also give a deterministic
polynomial algorithm for checking the fulfillment of this
condition. Thus, the problem considered in this paper can be
considered a step towards verifying the formulated hypothesis.

Keywords—formal languages, iterations of languages, bina-
ry relations, morphisms, inverse morphisms, algorithms, poly-
nomial algorithms.
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